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Dissertation Martin Holzinger — Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit soll aufzeigen, in welcher Weise die klassische konforme Abbildung zur Simu-
lation ebener bzw. symmetrischer Anfangsrandwertprobleme nutzbringend eingesetzt werden kann.
Die zugrunde liegende Methodik bedient sich dabei der Parametrisierung eines zweidimensionalen
Gebietes durch das Einheitsquadrat, wobei der mit numerischen Methoden ermittelten konformen
Abbildung die analytisch bekannte Transformation des Quadrates auf den Einheitskreis vorgeschal-
tet wird. Durch die derart bewerkstelligte Einfiihrung geeigneter Koordinaten wird die Verwendung
regelméfbiger Rechengitter ermdglicht. Auf diesen Gitterstrukturen leistet die Linienmethode zur
Diskretisierung des Ortes eine Uberfithrung der partiellen in ein System von gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen. Letztere werden mit Standardverfahren zur Integration im Zeitbereich gelost. Fiir
numerische Berechnungen wird durchgehend das Programm Mathematica 11.3 eingesetzt.

Dem Mehraufwand der einmaligen numerischen Berechnung und Abspeicherung der durch die
Einfiihrung ,konformer Koordinaten“ bedingten, zusétzlich bendtigten metrischen Gréfsen in den
Rechengitterpunkten stehen gravierende Vorteile gegeniiber, die die Herangehensweise an derartige
Problemstellungen rechtfertigen: Ausgehend von einer koordinatenfreien Formulierung verhélt sich
etwa der Laplace-Operator bis auf einen ortsabhéngigen Faktor invariant unter der konformen Ab-
bildung. Einfach gestaltet sich auch die Implementierung von Randbedingungen, da der nach aufsen
gerichtete Einheitsnormalenvektor stets mit der Richtung einer Koordinatenlinie zusammenfallt.

Zur Demonstration der prinzipiellen Vorgehensweise wird im ersten Kapitel eine analytische Lo-
sung eines Warmeleitungsproblems am Einheitsquadrat mittels Orthogonalreihenansatz entwickelt,
das fiir alles weitere benétigte Rechengitter aufgesetzt und die darauf mit der CTDS-Methode
gewonnene Simulationslésung mit der Reihenlésung und jener der FE-Methode von Matlabs PDE-
Toolbox verglichen. Es folgt die Angabe eines Konstruktionsverfahrens zur Diskretisierung von
Ortsableitungen beliebiger Ordnung unter Beriicksichtigung der Konvergenzordnung.

Das zweite und dritte Kapitel widmen sich der konformen Abbildung in Theorie und Praxis.
Nach Darlegung grundlegender Konzepte der Funktionentheorie werden die benétigten konstrukti-
ven Verfahren vorgestellt: Abbildungen vom Schwarz-Christoffel-Typ fiir Polygonziige stellen eine
analytische Transformation des Quadrates auf den Kreis sicher, aus der Fiille der konstruktiven
Verfahren wird sodann die Theodorsensche Integralgleichung aufgegriffen und mit den Mitteln ei-
ner modernen Programmierumgebung erfolgt die hochgenaue Berechnung der Rénderzuordnungs-
funktion vom Einheitskreis auf sternformige Gebiete nebst Fehlerbetrachtungen, und zwar fiir die
gespiegelte Ellipse, das Einheitsquadrat selbst sowie drei allgemeinere Geometrien mit e-Bedingung.

Im vierten Kapitel werden in den ersten beiden Abschnitten die Grundlagen zur Anwendung
der konformen Koordinatentransformation vorbereitet, die nichsten beiden Abschnitte widmen sich
der speziellen Gestalt der Metrik und den Randbedingungen. Da durch die Hintereinanderschaltung
der numerisch ermittelten konformen Abbildung mit der Jacobischen Amplitudenfunktion die me-
trischen Grofen der Transformation sédmtlich bekannt sind, kann die Warmeleitungsgleichung in
den neuen Koordinaten simuliert werden. Fiir ein Problem am Einheitskreis wird dazu wieder eine
Reihenlosung entwickelt, Zugidnge zum Simulationsmodell werden fiir Kreis und Quadrat in den
letzten beiden Abschnitten demonstriert und mit den exakten Losungen verglichen.

Das fiinfte Kapitel verwertet die Ergebnisse zu einer Simulationsstudie: Ermittelt wird die
Temperaturverteilung in einem mittels Laserquelle behandelten Zahn. Das Quadratgitter wird da-
zu konform auf den Zahnquerschnitt abgebildet, anschlieftend kann durch Einfithrung von Zylin-
derkoordinaten eine dreidimensionale Modellerweiterung realisiert werden. Die Wérmeabgabe in
das umliegende Knochengewebe bzw. an die Luft wird durch geeignete Randbedingungen model-
liert. Die Applikation der Warmequelle mittels Laserimpuls findet in der Vorgabe eines Quellterms
mit Maximum auf der Rotationsachse ihre Entsprechung. Abschliefende theoretische Betrachtun-
gen gelten der Verallgemeinerung der Warmeleitungsgleichung, durch den Diffusionstensor kénnen
Anisotropien und Inhomogenitéiten der Warmeausbreitung Beriicksichtigung finden.

Der Epilog erarbeitet Abgrenzung zur und Argumente fiir die FE-Methode, berichtet {iber wei-
tere Untersuchungen und betrachtet noch einmal die Theodorsengleichung hinsichtlich Genauigkeit.
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Doctoral Thesis Martin Holzinger — Short Abstract

Purpose of the thesis is to demonstrate how conformal mappings can be utilized in simulation of two-
dimensional or symmetric three-dimensional Initial Boundary Value Problems. Parametrization of a
2D-region by means of the unit square is achieved when combining the analytically given map from
unit square to unit disk with numerically constructed conformal transformations. The introduction
of such special co-ordinates thus makes the usage of rectangular structured computational grids
possible. On the other hand on such computational structures the method of lines can be used to
transform a system of partial differential equations to a system of ordinary differential equations.
The latter can be treated by standard methods available for systems with lumped parameters. All
numerical computations are carried out by using the program Mathematica 11.5.

Whilst the computational effort in calculating and saving the specific metric quantities caused
by the transformation on each gridpoint has only to be done once for a given geometry, benefits
especially arise with respect to, e.g., transformation of the Laplacian operator or the implementation
of boundary conditions. That is, an outward pointing normal derivative always coincides with a
tangent direction of a co-ordinate line.

In the first chapter, for demonstration purposes an analytical series solution of a heat trans-
fer problem on the unit square is presented and compared with the CTDS simulation solution on
a rectangular computational grid as well as with the results obtained by Matlabs PDE-Toolbox.
Conclusively, the spacial discretization method is essentially extended: regarding functions in two
independent variables, a general construction guideline for substituting spatial derivatives of arbi-
trary order (including error estimates) is given. Furthermore, it is shown that boundary conditions
can easily be implemented by using spacial approximation formulae for non-central grid points.

Chapter two and three focus on the conformal transformation in theory and practice. A
brief survey concerning the basics of complex analysis is followed by the presentation of Schwarz-
Christoffel-type mappings which are being used to analytically establish the transformation from
square to disk. Theodorsen’s integral equation is then considered to numerically construct a highly
accurate solution for the function of boundary correspondence. The unit disk is subsequently being
mapped with Mathematica to selected star-shaped regions such as square, inverted ellipse and three
more general geometries satisfying an e-condition.

In chapter four the basics for applying the conformal transformation of co-ordinates are being
developed in the first two sections. Starting with a co-ordinate free formulation the differential
operators for the particular case of a given conformal parametrization are examined, that is, com-
position of the numerically obtained conformal map with the Jacobi amplitude yields all further
required metric quantities. In section four the proper implementation of boundary conditions is
being investigated. Next, a heat conduction problem given on the unit disk is again solved analyti-
cally and compared with both the CTDS method and Matlabs PDE-Toolbox. Also, it is shown that
with respect to the simulation results on the unit square, no further errors are introduced as long
as calculation of the conformal metric is accurate enough.

In chapter five the obtained results are applied to simulate the temperature distribution in the
interior of a tooth treated with a laser source. The computational grid is mapped onto a region
representing the dental cross section whose boundary can be described by means of interpolation
of pre-given boundary points. Introduction of cylindrical co-ordinates yields a realistic model in
three dimensions where heat transfer from the interior dental region to surrounding media such as
bone and air is modeled by appropriate boundary conditions whereas the heat source itself can be
modeled by adding a dynamic source term to the equation. Taking the existence of microscopic
dental channels into consideration, an extension of the heat equation finally introduces anisotropic
and inhomogeneous heat conduction by means of the diffusion tensor.

The epilogue comments on more recent developments concerning the FE-method, reports fur-
ther investigations on other geometries and returns to Theodorsen’s equation concluding with re-
marks on possibilities to increase accuracy with respect to calculation of boundary correspondence.
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Vorwort

Seit dem Erscheinen meiner Diplomarbeit [I9] im Jahre 1996 ist einige Zeit verstrichen und es ist
faszinierend, die seither erfolgten Entwicklungen aus dem Blickwinkel jener Zeit zu betrachten. Diese
Fortschritte betreffen weniger die mathematische Theorie als vielmehr die Versionsvielfalt hoherer
Programmiersprachen, die mittlerweile zu einem Grad gereift sind, daff der riickblickende Vergleich
auf den damaligen Code und die nunmehrige Leichtigkeit der Implementierungsmoglichkeiten sowie
die nahezu beliebige Steuerbarkeit der Genauigkeit in Erstaunen versetzen. Mit Hilfe des Sprach-
pakets PVM/FORTRAN wurde damals die Beheizung eines Raumes und der umliegenden Winde
unter Verwendung der Linienmethode simuliert sowie auf Parallelisierbarkeit untersucht, im Laufe
der Jahre entwickelte sich der Ausgangscode sukzessive iiber C und C++ hin zu Mathematica. Unter
dem Gesichtspunkt dieses steten Wandels der zum Einsatz kommenden Werkzeuge und aus Griin-
den der Kompaktheit wurde auf eine gesonderte Anfiigung des Quellcodes in Form eines Anhanges
verzichtet, essentielle Snippets finden daher zumeist nur in Form von Fufinoten ihren Eingang.

Fast ein Vierteljahrhundert spéter mochte ich mit der vorliegenden Arbeit den urspriinglichen
Gedanken, abseits der etablierten Methoden die seinerzeit eingesetzte Linienmethode auch auf un-
regelméfigen Geometrien in der Simulation partieller Differentialgleichungen zur Anwendung zu
bringen, zum Abschluf bringen. Die initialen Anregungen dazu (und noch sehr viel anderes mehr)
verdanke ich FELIX BREITENECKER, dem Betreuer dieser Dissertation. Er hat sich auch schon fiir
die Aufgabe der Betreuung meiner Diplomarbeit zur Verfiigung gestellt und war mir wissenschaft-
lich wie menschlich stets ein groffes Vorbild. Fiir Geduld, Ermutigung, Korrektur und langjéhrige
Begleitung der Arbeit ein herzliches Dankeschon! Weiters gilt mein Dank HANS JORG DIRSCHMID,
der stets bereit war, seinen Wissensreichtum in Form wertvoller Anregungen einzubringen.

Erst durch die erwédhnten Fortschritte der hoheren Programmiersprachen selbst ist die Zeit ge-
reift, konforme Abbildung und Linienmethode verschmelzen und — ein essentieller Aspekt — auch mit
der zu Gebote stehenden Genauigkeit implementieren zu kénnen. Zudem war es mir aus privaten wie
beruflichen Griinden nicht immer méglich, die Arbeit mit der nétigen Kontinuitét voranzutreiben.
Diese Kontinuitdt wurde sichergestellt durch die Inanspruchnahme einer einjiahrigen Bildungskarenz.
Es soll daher nicht unerwéhnt bleiben, dafs eine solche Moglichkeit zur geférderten Weiterbildung
in Osterreich angeboten wird, jedoch in anderen Staaten iiberwiegend kein Aquivalent findet.

Das genaue Korrekturlesen eines wissenschaftlichen Textes verlangt der eigenen Erfahrung nach
ein hohes Maf an Akribie und ist zeitintensiv. KATHARINA HUTTER, IRMGARD HUSINSKY und
BERNHARD SIMON haben sich zu dieser miihevollen Arbeit bereiterkldrt. MANFRED SALZMANN
hat sich ebenfalls dieser Aufgabe angenommen, meinem langjéhrigen Freund und Weggeféhrten
verdanke ich dartiber hinaus zahlreiche fruchtbringende Diskussionen inhaltlicher Natur sowie Vor-
schldge zu Struktur und Aufbau. Also, we together weathered many a storm.

Fraulein PAULINE STEINKOGLER, einem meiner M&dchen, danke ich fiir die Durchsicht der
Arbeit und das Betrachten und Kommentieren der bunten Bilder. Sie verfligt mittlerweile iiber
fundierte Kenntnisse im Zahlenraum 10° und es wiirde den Vater mit grofem Stolz erfiillen zu
wissen, daf eines Tages auch die Darlegung des verbleibenden kleinen Restes Versténdnis findet.

Sehr schwer vorstellbar ist die Fertigstellung der Arbeit ohne die Motivation und mannigfaltige
Unterstiitzung von SUSANNE HILBERT. Sie ist und bleibt das zweite meiner Méadchen. Ich sag’s Dir.



Notation

|

offenes/abgeschlossenes Einheitsquadrat als Punktmenge

diskretes Rechengitter am Einheitsquadrat mit n? Punkten; dquidistant
offener /abgeschlossener Einheitskreis als Punktmenge

Gebiet als offene zusammenhéngende Menge (komplexer Zahlen)
Randkurve eines Gebietes als Menge (komplexer Zahlen)

kartesische Koordinaten eines Punktes P

allgemeine Koordinaten eines Punktes P

Karten zur Parametrisierung einer Punktmenge (kartesisch, allgemein)
(¢,m) als komplexe Zahl in &

(u,v) als komplexe Zahl in &

(z,y) als komplexe Zahl in £

Polardarstellungen von Punkten aus & bzw. aus &

Parametrisierung des Randes von & bzw. von &

Rénderzuordnungsfunktion; Winkel ¢ am Einheitskreis

Diffusionstensor mit Koordinaten d*

abkiirzend fiir €2 + 52 = |f'(2)|” bei konformer Abbildung ¢ = f(2)

vi



Kapitel 1

Warmeleitung am Einheitsquadrat

PDEs are good for the soul... [trad.]

Bei der Vorgehensweise zur Entwicklung eines Computerprogrammes in Mathematica, dessen Auf-
gabe die Simulation von Anfangsrandwertaufgaben auf strukturierten Rechengittern sein soll, ist
es angebracht, sich zu Vergleichszwecken einer Referenzlésung zu bedienen, damit die notwendigen
Implementierungsschritte einerseits auf ihre Korrektheit gepriift, andererseits die Rechenergebnisse
der Simulation sowohl quantitativ, als auch hinsichtlich ihrer Qualitdt bewertet werden kénnen.

Eine solche Referenzlosung wird zunéchst fiir den Fall der instationdren Warmeleitung am
Quadrat mit adiabatischer Isolierung auf drei Seiten und einem der Normalenableitung proportio-
nalen Warmeabfluf auf der Unterseite in Form eines sehr schnell konvergierenden Reihenansatzes
entwickelt. Es stellt sich heraus, dafs die Losung unabhéngig von einer Koordinatenrichtung ist.

Die Linienmethode liegt der Implementierung des Simulationsmodells zu Grunde und wird
im Anschlufs prasentiert. Mit ihrer Hilfe wird die instationére partielle Differentialgleichung durch
einen Ortsdiskretisierungsprozef, bei dem der LAPLACEsche Operator durch Finite Differenzen in
jedem Punkt im Inneren des Rechengitters ersetzt wird durch einen nur noch zeitabhéngigen Tem-
peraturterm, iiberfiihrt in ein System gewo6hnlicher Differentialgleichungen, das von Mathematica
aufintegriert werden kann. Auch die Randbedingungen werden einer solchen Diskretisierung unter-
worfen, sodaft ein simulationsfdhiges Modell entsteht.

Nach Vorstellung dieser Methode, die sich eines regelmiifiig strukturierten Rechengitters be-
dient, um in dessen Gitterpunkten durch Ortsdiskretisierung zu einer N&herungslosung zu gelangen,
werden die Ergebnisse der Simulation présentiert. Ein Vergleich mit der Reihenlésung gibt dabei
Aufschluf {iber die erzielbare Konvergenzordnung bei Verwendung unterschiedlicher Diskretisie-
rungsmethoden unter Einsatz verschieden feiner Rechengitter.

Ein génzlich anderer Ansatz zur Behandlung partieller Differentialgleichungen wird in der PDE-
Toolbox von Matlab gewahlt. Mittels der Methode der Finiten Elemente ist das vorliegende Problem
ebenfalls einer Simulationslésung zugénglich, es drangt sich daher ein Vergleich der unterschiedli-
chen Herangehensweisen auf. Dabei zeigt sich neben der hoéheren erzielbaren Fehlerordnung der
Methode der Finiten Differenzen auch, dak sich die vorgestellte Methode durch eine hohere Flexi-
bilitdt hinsichtlich der Klasse der behandelbaren partiellen Differentialgleichungen auszeichnet.

Die grundlegende Vorgehensweise der Ersetzung der Ortsableitungen durch ihre diskreten Aqui-
valente macht es wiinschenswert, formelméfige Ausdriicke fiir Ableitungen beliebiger Ordnung unter
Kenntnis der Fehlerordnung an der Hand zu haben. Der abschliefende Abschnitt widmet sich daher
der Entwicklung solcher Formeln, wobei im vorliegenden zweidimensionalen Fall auch gemischte
partielle Ableitungen Beriicksichtigung finden.



KAPITEL 1. WARMELEITUNG AM EINHEITSQUADRAT 2

1.1 Problemformulierung

Wir suchen die von der Zeit abhéngige skalare Temperaturverteilung u(z,y,t) auf dem offenen
Einheitsquadrat £ := (—1,1) x (—1,1) fiir beliebige Zeitpunkte ¢t € (0,00), auf dessen Innerem
demnach die instationdre Warmeleitungsgleichung

azm&u (1.1)

erfiillt sein soll. Wir fordern die Losung fiir die Anfangsverteilung
u(z,y,0) =1, Va,yeQ, (1.2)

wahrend auf der Berandung von £Q

nu(l,y,t) = ye(—=1,1), t € (0,00) (1.3)
u( 1 2 Ys ) 0 y e (-1,1), t € (0,00) (1.4)
nu(z,1,t) =0, z € (—1,1), t € (0,00) (1.5)
nu(z,—1,t) +yu(z,—1,t) =0, r € (—1,1),t€(0,00), y€R (1.6)

zu gelten habe und beziehen uns im folgenden auf kartesische Koordinaten. Es handelt sich hier-
bei um die Vorgabe einer Anfangstemperaturverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0, sowie um homogene
Randbedingungen vom NEUMANNschen beziehungsweise NEWTONschen Typ, bei denen Bedingun-
gen an die Ortsableitungen in Richtung des Einheitsnormalenvektors vorgeschrieben werden. Das
vorliegende Anfangsrandwertproblem ist erst durch sdmtliche Forderungen — korrekt ge-
stellt. Die Losung wird allgemein entwickelt, zum Vergleich mit den Computersimulationen mégen
dann die Setzungen v = x = 1 und ¢ = 4 als Standardfall betrachtet werden.

08f y |

04 b

0.2 4

Abbildung 1.1: Hlustration der Problemstellung.



KAPITEL 1. WARMELEITUNG AM EINHEITSQUADRAT 3

1.2 Analytische Losung

Zur Losung des Problems berufen wir uns darauf, daf sich jede auf £ zweimal stetig differenzierbare
Funktion — insbesondere also auch die gesuchte Losung u(zx,y,t) selbst — in eine Orthogonalreihe
u(z,y,t) = > Ui(z,y) [uw(& n,t)Ui(€,n) dE dn nach den orthonormierten Eigenfunktionen des
(negativen) Laplace-Operators entwickeln 1aft, — A U; = A\ Uj.

Da £ beschrankt und der negative Laplace-Operator reguldr auf £ ist, resultiert ein diskretes
Spektrum. Die Zeitvariable ¢ ist dabei als Parameter aufzufassen. Die Anwendung des Separations-
ansatzes fiir das Eigenwertproblem mit Hilfe der Produktdarstellung U(z,y) = X (z)Y (y) gibt nach
Einsetzen und Division X" /X +Y"”/Y = —\, sodaf man auf zwei STURM-LIOUVILLEsche Eigen-
wertaufgaben, —X” = uX und —Y"” =vY, X = p+v, gefithrt wird. Die Existenz der Konstanten
# und v kann aus dem Umstand geschlossen werden, dafs beide Quotienten jeweils nur Funktionen
einer Verdnderlichen (in = bzw.y) definieren, deren Summe aber konstant zu sein hat. Fiir Diffe-
rentialgleichungen dieses Typs existieren, wie man durch Einsetzen leicht verifiziert, Integralbasen
der Form {exp(iz+/0),exp(—iz+/o)}, durch Linearkombination folgt

X(z) = Aet™VE 4 BeT@VH, Y(y) = CetWV¥ 4 De Vv,

Zur Darstellung der speziellen Losung sind die Randbedingungen heranzuziehen, wobei die Fille
@ = 0und v = 0 die Eindeutigkeit der Losungsverhéltnisse bestimmen und gesondert zu untersuchen
sind. Stellt man diese Forderungen an die Funktion U(z,y), so erhilt man

Um(lay) = X,(l)Y(y) = 0’ 7Uz(713y) = 7X/(71)Y(y) = 07
Uy(z,1) = X(2)Y'(1) =0, —Uy(z,—1) +U(z,-1) = =X (2)Y'(-1) + 7 X (2)Y(-1) = 0,

und daraus fiir die eindimensionalen Teilprobleme
X'1)=-X'(-1)=Y'(1)=0  sowie Y (-1)-Y'(-1)=0.

Die Division ist mit der Argumentation gerechtfertigt, dat die identisch verschwindende Funktion
nicht Eigenfunktion sein kann. Den Fall homogener Randbedingungen,

T‘_l(X) = alX(—l) + CLQX/(—l) =0 bzw. Tl(X) = b1X(1) + bQX/(l) = 07

am linken bzw. rechten Intervallrand behandelt man fiir die erste der beiden Eigenwertaufgaben
durch einen Ansatz der Form

D(x,p) = Cre™VE 4 Chpe 1 VE, (-1, p)=—azs=1, ®(-1,u)=a; =0
U(x, 1) = Cpre™VE 4 Coge™™VE W(1,pu) = —by = —1, W'(l,u) =b =0,

wobei man sich leicht iiberzeugt, daf die beiden Funktionen r_1(®) = 0 und r;(¥) = 0 erfiillen.
Aus diesen Informationen kénnen die Koeffizienten C;; berechnet werden und man findet

1 ; 1 ; 1 ; 1 ;
O(x,p) = ie\/ﬁe”\/ﬁ + 567\/’76711\/17, U(x,p) = —ie*\/ﬁe”\/ﬁ . 56\/’76*”\/’7. (1.7)

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Problems kommen mit Hilfe der folgenden Argumentation:
Sind fiir einen festen Wert po die beiden Funktionen ®(z, o) und ¥(z, pp) linear abhingig, so
ist wegen der linearen Strukturen auch r_1(¥) = 0 und r1(®) = 0, sodaf beide Funktionen die
homogenen Randbedingungen an beiden Intervallgrenzen erfiillen und es sich um Eigenfunktionen
zum Eigenwert o handeln muf. Ein Kriterium zur Uberpriifung der linearen Abhingigkeit der
beiden Funktionen ® und ¥ ist das Verschwinden ihrer WRONSKIschen Determinante [7, S.883f.].
Somit bestimmt man nach kurzer Rechnung die Eigenwerte des ersten Problems durch Lésen von

0 = 28 (a3 D(x, ), U(z, 1)) = # [ez’ﬁ - e‘“ﬂ = iy/msinh 2/ <= V=1
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unter Beachtung von In z = In |z| 4 i(arg z + 2k7) zu

k22
Kk = 4 P

E=1,2.... (1.8)
Fiir die y-Richtung macht man in analoger Weise den Ansatz

B(y,v) = Cr1e¥V" + Crae WV, ®(-1,0) = —as =1, ¥(-1,v)=a; =~
\I/(y, l/) = Cgleiyﬁ + 02267@@’ \If(l, V) = —b2 = —1, \I//(l, V) = b1 = 0,

wodurch man die Koeflizienten C;; berechnet und auf

1 iV v YNV 1 —i\/V Y —1y\/V
O(y,v) = ¢ vV (1 + 7@'\5)6 vy ¢ vV (1 — —Z_ﬁ)e yy
1 _; - 1. .
‘Il(y,l/) _ _56—1 uelyﬁ _ 562 ue—zyﬁ

gefiihrt wird. Daraus resultiert die Eigenwertgleichung
0 =23 (y; ®(y,v), ¥(y,v)) = iv/vsinh 2i/v + vy cosh 2iy/v.

Um diese nichtlineare komplexe Gleichung fiir eine numerische Losung aufzubereiten, setzt man
zweckméRigerweise 24/ = £ + in. Nun ist aus der Theorie bekannt, daf simtliche Eigenwerte des
Problems einfach und reell sind, wodurch ein rein imaginédrer beziehungsweise rein reeller Ansatz
gerechtfertigt ist und obige Gleichung in die beiden reellen Gleichungen

gsinhiﬁ—i—wcoshz{ =0 < tan¢ = kil
2 ¢ (1.9)

2
—g sinh(—n) + ycosh(—n) =0 < tanhn = -2

n
zerfallt. Lakt man den Fall v = 0, der klarerweise auf die Eigenwerte aus flihrt, aufler acht,
so liefert der reelle Ansatz fiir positives v symmetrische Losungen £¢;, die etwa fiir v = 1 von
Mathematica mit beliebiger Genauigkeit! berechnet werden kénnen (&; ~ 1.0769, & =~ 3.6436,
&3 ~ 6.5783,...). Fiir positives v werden, wie man sich auch an Hand vonvor Augen
fiihren kann, vom rein imagindren Ansatz keine weiteren Losungen beigesteuert und damit sind die
Eigenwerte des zweiten Eigenwertproblems durch

&2

Vj:ZJ7 ji=12... (1.10)
gefunden. Fiir v < 0 tritt zusétzlich zu den Losungen des reellen Ansatzes ein negativer Eigenwert,
der aus physikalischer Sicht fiir die Erwdrmung der unteren Quadratseite verantwortlich ist. Fiir
den Fall v = —1 errechnet Mathematica die Losungen ng ~ 2.0653, £1 ~ 2.4587, &5 ~ 5.9594, ... es
ist also neben auch noch der negative Eigenwert vy = —n3 /4 zu beriicksichtigen. Hinsichtlich
der erwdhnten Sonderfélle y = 0 bzw. v = 0 gilt, dak eindeutige Losbarkeit des Gesamtproblems
nur dann gegeben ist, wenn hochstens einer dieser Fille eintritt. Jedenfalls kommen nur lineare
Losungen der Form Ay + B in Frage. Zieht man die allgemeineren Randbedingungen in y-Richtung
zur Bildung der Funktionen ® und ¥ heran, so st6ft man auf die Determinante

y+1)+1 -1

2 (4 0(y,0), w0y, 0) = "V DT

=7

die fiir nichtverschwindendes ~ keine lineare Abhéngigkeit zwischen den Funktionen hervorzubringen
vermag. Demgemif scheidet v = 0 als Eigenwert des zweiten Problems aus, es liegt eindeutige
Losbarkeit der Gleichung (1.1]) vor. Wohl tritt aber der Fall y = 0 ein, fiir den man leicht bestétigt,
daf es sich bei den zugehorigen Losungsfunktionen sogar um konstante Funktionen handelt.

1 f[x_]:=x*Tan[x]-2;For[i=1,i< 20,i++,NST[[i]]1=FindRoot [f (x),{x,3.14i-2.6} ,WorkingPrecision—500]];



KAPITEL 1. WARMELEITUNG AM EINHEITSQUADRAT )

4 6 8 10

Abbildung 1.2: Fiir positives v = 1 (links) liefert der reelle Ansatz keine weiteren negativen Ei-
genwerte, wihrend fiir negatives v = —1 (rechts) aus dem reellen Ansatz zusitzlich ein negativer
Eigenwert resultiert, der fiir unbeschrinktes Wachstum verantwortlich ist.

Wir berechnen jetzt die Eigenfunktionen, von denen aus der Theorie bekannt ist, daf das
innere Produkt zweier Figenfunktionen zu zwei verschiedenen Eigenwerten beziiglich der quadra-
tischen Integralnorm verschwindet. Zuséatzlich zu dieser Orthogonalitdtseigenschaft ist es zweck-
méfig, die Eigenfunktionen im Sinne von fil X,(x)X;(z)dzr = §;; zu normieren. Auf Grund ih-
rer linearen Abhéngigkeit erfiillen die Funktionen aus fiir jeden Eigenwert die Beziehung
U(z, pg) = cx®(x, pg), und bezeichnet man mit w’ die Ableitung der WRONSKIschen Determinante
nach dem Parameter p, so fithrt die Setzung X (z) := /ep/w! (pr)®(z, pr), k = 1,2..., zu den
normierten Eigenfunktionen. Fiir die z-Koordinate bedeutet dies

Xo(x):@, Xk(x):cosw, k=1,2....

Fir die y-Richtung bestreitet man eine lingere Rechnung, bei der man unter Ausnutzung des
Verschwindens der WRONSKIschen Determinante und einiger trigonometrischer Identitdten zu einer
fiir beliebiges v giiltigen Darstellung der Eigenfunktionen? in Form von
1 (y—1
Y;(y) = cosgj(y ), j=12...

27 2
L+ me

gelangt. Fiir negatives 7 errechnet man zusétzlich die Eigenfunktion

1 -1
}/()(y) — cosh Mo (y )

1 + 4,),22’_}/»,73 2

Es besagt nun der Entwicklungssatz nach Eigenfunktionen in seiner eindimensionalen Fassung
[7, S.1154], dak sich jede auf einem abgeschlossenen Intervall stiickweise stetige Funktion in ihre
Orthogonalreihe nach den Eigenfunktionen des zugehorigen STURM-LIOUVILLEschen Differential-
operators entwickeln 1&ft, so dieser auf dem offenen Intervall regulér ist. Mit der Regularitiat werden
dabei gewisse Stetigkeitsforderungen an die Koeffizientenfunktionen des Differentialoperators ver-
bunden, die im vorliegenden Fall des Laplace-Operators erfiillt sind. Fiir beliebiges, aber festes g

2 Im Rechengang wird der kompakteren Darstellung mit Hilfe der Funktionen ¥(y, v;) der Vorzug gegeben. Wegen
der Proportionalitit Y;(y) = /WIC('L,> Y(y.vy) kann das Auftreten von Sinustermen umgangen werden.
J

€j
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aus dem Intervall (—1,1) ist damit eine Entwicklung nach den Eigenfunktionen Xy (x) in Form von
~ e’} 1 ~ T
u(z, §) = 3o Xi(®) 2 Xi(§)u(€, §) d§ moglich.

L&kt man jetzt g variieren, so wird das in der Summe auftretende Integral eine von y allein
abhingige Funktion, ¢k (y), die auf dem offenen Intervall (—1,1) in ihre Eigenfunktionen Y;(y) ent-
wickelt werden kann: ci(y) = Z;’;OY f Y;(n)ex(n) dn. Fir v > 0 beginnt die Summation
entsprechend mit j = 1, fir Verschwindendes vy 1st d1e Elgenfunktlon Yo(y) durch eine geeignete
Normierungskonstante zu ersetzen. Durch Einsetzen der Entwicklung von ¢k (y) in jene von u(z, )
hat man also einen Entwicklungssatz zur Hand, der es gestattet, beliebige auf £ stiickweise stetige
Funktionen zweier Verdnderlicher mit Hilfe der gefundenen Eigenfunktionen darzustellen. Insbeson-
dere gilt dies fiir die Funktion Aw, die auch noch von einem Parameter ¢ abhéngig sein kann. Man
gelangt unter Beachtung von u;/x = Au = Au und der entsprechenden Entwicklung der gesuchten
Funktion u zur Darstellung

Ruley ) =33 Xelw) Am/ / Xe(€)Y; (n)u(€, 1, 1) dé diy.

k=0 j=0

Mit einer der obigen analogen Uberlegung kann das Doppelintegral als eine vom Zeitparameter
allein abhéngige Funktion, cg;(t), aufgefafst werden. Durch Ersetzen des Laplace-Operators durch
die Zeitableitung findet sich ein nicht gekoppeltes Differentialgleichungssystem ¢éx;(t) = kg ck;(t),
also cg;(t) = ag; "Mt Zur eindeutigen Losung dieser reinen Anfangswertprobleme zieht man die
Anfangsbedingung u(z,y,0) = 1 des Gesamtproblems heran®, wobei im Falle v = 0 fiir j > 0
samtliche ag; verschwinden, man findet agy = 2 = coo(t), letzteres wegen Agg = —po — vp = 0. Die
Losung ist hier konstant, u(z,y,t) = 1. Fiir v > 0 ist j > 0 und das Einsetzen der Randbedingung
fiihrt* schlieBlich zur Reihendarstellung der gesuchten Lisungsfunktion,

oo . 2
2 sing; §ily—1) <
u(sc,yﬂf)zg TP 2{/ cos 2 5 ¢ ° L (1.11)
j=1">7 492 +€2

Fiir v < 0 hat man noch dem negativen Eigenwert g Rechnung zu tragen. Mit &hnlichem Rechen-
gang bestimmt man g = ¢p(t) und findet einen der obigen Summe hinzuzufiigenden Term,

2 inh —1) =
Z_om ;73 cosh mo(y )e%t,
Mo 1+ v

der das exponentielle Wachstum im Sinne einer Zufiithrung von Warme ad infinitum widerspiegelt, da
dann eine Erwdrmung an der unteren Quadratberandung proportional zum Temperaturgradienten
der dort vorherrschenden Temperatur erfolgt. Dafk die vorliegende Reihenlésung die Ausgangsfor-
derung erfiillt, kann man unmittelbar durch Ausdifferenzieren und Einsetzten in nachpriifen.

zeigt die Losungsverhéltnisse fiir v = x = 1. Zur Reihenkonvergenz wird be-
merkt, dafs fiir ¢ > 0 mit fortschreitender Zeit dem Exponentialterm eine zunehmend dominante

Bedeutung zufillt. So ist fiir ¢ = 1 bereits die Verwendung von sieben Summanden ausreichend, um
eine Genauigkeit von 50 Nachkommastellen auf dem abgeschlossenen Einheitsquadrat sicherzustel-
len. Fiir t = 0 entfillt der Exponentialterm und die Lésungsfunktion oszilliert bei der Approximation
der Anfangsbedingung. Insbesondere ist die Konvergenz der Reihenentwicklung um jene Punkte, in
denen die NEwWTONsche Randbedingung zu gelten hat, sehr langsam. Diese Umsténde sind aber fiir
die weiteren Untersuchungen weniger von Bedeutung, da wir primér an einer Referenzlgsung von
grofser Giite fiir ¢ > 0 interessiert sind, die mit Simulationslésungen verglichen werden soll.

3 Fiir den etwas allgemeineren Fall einer von x unabhingigen Anfangsbedingung der Form u(z,y,0) = f(y) kann
gezeigt werden, daft auch die gesuchte Losungsfunktion unabhéngig von der Variablen x sein muf.

“iiber ag; = [1, L2 de [ (cos D) /L /14 27/ (492 + €2) dy = (2v/Zsin ;) /(6,1 + 29/ (492 + €2))
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Abbildung 1.3: Die Losung ((1.11)) des Wirmeleitungsproblems (|1.1)) in der Nihe der NEWTONschen
Randbedingung mit j = 50, 5 = 100 und j = 200 Summanden fiir ¢ = 0 (links) und im Zeitintervall

[0,1] in den Punkten y = —1, f%, 0, %, 1 unter Verwendung von j = 20 Summanden (rechts).

1.3 Losung des Problems mit der CTDS-Linienmethode

In den wenigsten Féllen wird es moglich sein, fiir ein gegebenes Anfangsrandwertproblem zu einer
Losung in geschlossener Form zu gelangen. Es liegt daher nahe, nach Ndherungslosungen mittels
Computersimulation zu suchen. Ein wesentlicher Aspekt bei einer solchen Vorgehensweise ist der
Umstand, da® in der dabei zu Grunde liegenden Computerarithmetik nur ein endlicher Zahlen-
bereich zur Verfiigung steht und somit zwingend der Ubergang vom urspriinglichen, kontinuierli-
chen Problem zu einer diskreten Aufgabenstellung notwendig wird. Genau genommen wird dieser
Umstand bereits bei der Auswertung der Losungsfunktion schlagend: Die Genauigkeit der
(irrationalen) Nullstellen von Gleichung unterliegt dabei ebenso der Beschrinkung der Unmég-
lichkeit einer exakten Darstellung mittels Maschinenzahlen, wie auch die Reihenentwicklung selbst
nach endlich vielen Summanden abbrechen muss. Mithin ist das in zu beobachtende
Uber- und Unterschwingen damit zu begriinden und somit numerischer Natur.

FEin moglicher Ansatz zur Behandlung partieller Differentialgleichungen auf Rechenanlagen er-
setzt die in den Gleichungen auftretenden Ableitungen durch deren diskrete Aquivalente, den Finiten
Differenzenquotienten. Hinsichtlich Genauigkeit und Flexibilitéit wird diese Methode der Finiten
Differenzen zwischen der Methode der Finiten Elemente und den Spektralmethoden angesiedelt.
Thre Stérken zeigen sich, wenn die Koordinatenlinien mit den Richtungen der Ortsableitungen zu-
sammenfallen, sind aber theoretisch auch in anderen Fallen anwendbar.

Die CTDS-Linienmethode als ein Spezialfall der Methode der Finiten Differenzen ersetzt in
den Punkten eines endlichen, regelméfiigen Rechengitters zunéchst nur die auftretenden partiellen
Differentialquotienten des Ortes durch die entsprechenden finiten Naherungsquotienten (,, Discrete
Space*), um so im Zeitbereich zu einem gekoppelten System gewohnlicher Differentialgleichungen zu
gelangen (,, Continuous Time*). Dieses System wird dann mit Standardmethoden weiter behandelt.
Der Grundgedanke ist bei BREITENECKER in [4, S.341ff.] dargelegt.

Zur Losung von Problem (1.1)) — ohne die Allgemeinheit zu beschrénken sei der Bequemlich-
keit halber wieder v = x = 1 gesetzt — und den zugehorigen Randbedingungen mittels CTDS-
Linienmethode definieren wir zunéchst das fiir alles weitere fundamentale Rechengitter
2(i—1) 2(j - 1)

nyg — 1 ayj:*1+ﬁ,i:1,...n1,j:1,...n2}

Q77’17"2 = { (xhyj) € Rz | T; = —]_+

als endliche Menge von geordneten Tupeln im Sinne einer Teilmenge des abgeschlossenen Einheits-
quadrates . Beachtet man unter Verwendung obiger Definitionen fiir «; und y; den Isomorphismus
zwischen R? und dem Koérper der komplexen Zahlen C, so erhiilt man die dquivalente Darstellung

QTL1,7’L2 —{Zij E(C|Zij = x; +1Yj, %Zij—l‘i, R¥AF —yj,Z—1,...711,]—1,...’/12}.
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Der als in die jeweilige Koordinatenrichtung dquidistant definierte Abstand zwischen den 1y X ng
Gitterpunkten entspricht dabei den Differenzen
2 .
Ay =x; —xi_1 = , 1=2,...m bzw.
ny — 1
2
Nng — ].7

Ay:yj_yj—lz j:2,’n,2

Die Verwendung eines zwischen den Gitterpunkten konstanten Abstandes fiihrt zu erheblichen Ver-
einfachungen hinsichtlich der Gestalt der Differenzenquotienten, ferner kann dadurch eine héhere
Fehlerordnung bei der Approximation der gesuchten Ableitungen erzielt werden. Nicht dquidistante,
regelméfige Rechengitter kénnen hingegen in jenen Féllen in Erwdgung gezogen werden, in denen
es notwendig ist, bei Existenz von Bereichen mit betragsméifig hohen Gradienten dort mit einer
lokal feineren Auflésung zu rechnen. Auch ist eine adaptive Zuschaltung zusétzlicher Gitterpunkte
bei Auftreten von Zustandsereignissen (etwa im Falle von Unstetigkeiten) denkbar.

An die Stelle der auf 9 bzw. unter Beriicksichtigung der Randbedingungen auf £ gesuchten
Funktion u(z,y,t) treten nun ny X ny ausschlieflich von der Zeit abhéngige Funktionen w; ;(¢), die
nur im jeweiligen Punkt (z;,y;) des Rechengitters Q,, ,, definiert sind und denen zur Bildung
der lokalen Ortsableitungen Informationen aus den benachbarten Gitterpunkten zufliefen. Zum
Auffinden geeigneter Approximationen untersucht man die Taylorreihenentwicklung der (n+1)-mal
stetig differenzierbaren Funktion u(z,y,t) um den Gitterpunkt (x;,y;), es gilt in positive z-Richtung
unter Verwendung des Restgliedes von LAGRANGE mit 0 < 7 < 1 die Entwicklung

= ou (z;,y,t) AF _fj‘?“(%i,y,t) AFoumH) (g 4 7A, Y, 1) AT
Ok k! Qzntl (n+ 1)1

k=0 k=0

Mit der naheliegenden Forderung nach u; ;(¢t) = u(z;,y;,t), dah also in den Gitterpunkten die
Funktionen des Rechengitters mit der Losungsfunktion auf dem Einheitsquadrat {ibereinstimmen
sollen, findet man unter Verwendung der LANDAUschen Symbolik und dem Ubergang A, — —A,
die beiden Entwicklungen

ou(z;,y,t)

Pu(zi,y, t) A2 Bu(wy,y,t) A2

u(w; + Agyy,t) = u(wi, ¥, t) + oz Az-f'(aT)T'f‘%?‘f’O(Ai)
8u($uy7t) azu(x'n:%t) Ag agu(xlayvt) Ai

u(z; — Ay, y,t) = u(wi, y,t) — TAJE + oz 2 0 6 +0(A}),

aus deren Addition man nach Umformung einen Ausdruck fiir die zweite Ortsableitung erhélt, der
bei Verfeinerung des Abstandes A, mit einer Genauigkeit von zweiter Ordnung gegen Null strebt:

O*u(zi, yj,t) _ Wig1,5(t) — 2u; 5 (t) + wi—1,5(1)

0z A2 +0(A7).

Da man einen &hnlichen Ausdruck in véllig analoger Weise auch fiir die zweite partielle Ableitung
in y-Richtung herleitet, besteht fiir 2 <7 <ny —1 und 2 < j < ny — 1 die Mdglichkeit, den in Glei-
chung auftretenden LAPLACEschen Operator durch die entsprechenden Niherungsausdriicke
zu ersetzen. Fiir den Fall n; = no = n und somit A, = A, = A fiihrt dies auf ein gekoppeltes
System von (n — 2) x (n — 2) gewohnlichen Differentialgleichungen der Form

it+1,5 (1 i j+1(t) — dug 5(t i—1,5(t ij—1(t .
ui’j(t):qul,J()‘f‘u,JJrl() uAJQ()—Fu 1,5 () + u; 1()7 =2 -1 (112)

Die an das System zu stellenden Anfangsbedingungen kénnen vom kontinuierlichen Ausgangs-
problem unverindert iibernommen werden, womit die Fragestellung nach den Verhéltnissen
im Inneren des Einheitsquadrates zufriedenstellend geklért ist. Damit die Simulation des Problems
mit Hilfe eines Computerprogrammes ermoglicht werden kann, ist der einzige jetzt noch offene
Aspekt jener der Behandlung der Randbedingungen, es miissen folglich die Funktionswerte in den
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Randgitterpunkten in Beziehung zu jenen in den benachbarten inneren Punkten gebracht werden.
Betrachtet man dazu im einfachsten Fall das TAYLORsche Polynom ersten Grades, so findet man
firi=1Dbzw.i=nund j =2,...n — 1 die Vorwarts- und Riickwartsdifferenzen

Ou(rr,y;,t) _ ug;(t) — w1 (t) Ou(tn,yj,t) _ tn;(t) = tn_1,(t)

o = A +0O(A)  bzw. o = A +0(A). (1.13)

Auf der Berandung von 9, ,, treten unter spezieller Beachtung von V, u(z, —1,t) = —u,(z, —1,t)
fiir den unteren Quadratrand demnach noch die Bedingungen

un,j(t) :un—l,j(t), j = 2,717 1 (114)
ULj(t) = U27j(t), j = 2, oon—1 (1.15)
Wi (t) = Ui n_1(t), i=2,..n—1 (1.16)
w2 (t) .
i = — =2,...n—1 1.1
)= 7731, i=2,..n (1.17)

an die Seite der Gleichungen . Fiir die Implementierung der NEUMANNschen Randbedingungen
— geniigt es im vorliegenden Fall der Verwendung von elementaren Vorwérts- und Riick-
wértsdifferenzen , die Temperaturen in den Randpunkten den Temperaturen in den néchst-
gelegenen inneren Punkten gleichzusetzen. Dies ist aber fiir die Rechenpraxis auf Grund der nur
linearen Fehlerordnung ein kaum gangbarer Weg. Im Zuge der systematischen Entwicklung eines
Computerprogrammes zur Simulation wurden obige Gleichungen nicht zuletzt deshalb ebenfalls im-
plementiert, um eine weitere Vergleichsmoglichkeit hinsichtlich der Verfahrensgenauigkeit sowie der
korrekten Realisierung des Programmes zur Hand zu haben. Ein solches Ergebnis zeigt Abb.

Abbildung 1.4: Das Rechengitter Q191,101 mit Az = Ay = 0.02 (links) und die Simulationslésung
von 1|1.12|), 1|1.14| —1|1.1?|) auf 911,101 zum Zeitpunkt ¢ = 4 (rechts).

Wir bemerken noch, daf auf die Funktionswerte in den Eckpunkten des Rechengitters zu kei-
nem Zeitpunkt zugegriffen werden muss. Dies ist deshalb von Bedeutung, weil bei einer spéter
noch durchzufiihrenden konformen Transformation von £,, , genau an diesen Stellen Singularita-
ten zu erwarten sind. Solche Singularitdten wiirden allerdings geméf ihrer Natur jedes numerische
Verfahren vor grofse Probleme stellen.

Zur Steigerung der Genauigkeit kann man nun danach trachten, Naherungsformeln fiir die
Ortsableitungen mit Hilfe des TAYLORschen Polynoms zu finden, dessen Restglied die entsprechen-
de Ordnung aufweist. Diese Untersuchungen erweisen sich als miihevoll, weshalb alternativ dazu
in eine Methode présentiert wird, mit deren Hilfe man N&herungsausdriicke von
(theoretisch) beliebiger Genauigkeit fiir partielle Ableitungen beliebiger Ordnung findet.

Bei SCHIESSER [29], S.112f.] liest man fiir die zweite partielle Ableitung in z-Richtung jeweils
fiir ¢ = 3,...n — 2 eine brauchbare dquidistante Zentraldifferenz von vierter Ordnung nach, wobei
durch die Verwendung der Funktionswerte in fiinf Gitterpunkten eine gesonderte Untersuchung der
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nichstinneren Randpunkte (¢ = 2 und ¢ = n — 1) notwendig wird. In diesen Punkten miissen zur
Erzielung der selben Genauigkeit jedoch sechs Stiitzpunkte herangezogen werden (die Formeln dafiir
werden ebendort priisentiert), sodaf bei einem Fehler von O(A?) die Niherung

*Ui+2,j(t)+16uz‘+1,_7’(t)*3§);&_;'(t)+16ui—1,j(t)*ui—z,j(t)7 i=3..n—2

aQU(xi7 Yis t) ~ ) ue,;(t)—6us ;(t)+14uq ;(t)—4us ;(t)—15usz ;(t)+10uy ; ()
12 ~ 12A2

: i=2

un_s‘j(t)—ﬁun_AL,j (t)+14un_3d (t)_A42un_2’j (t)—15u,,,_1)j(t)—&-lOun)j(t) 7/ —n— 1
12 ’

verwendet werden kann. Auch bei FERZIGER und PERIC ([II, S.47ff]) findet man diese zweite
zentrale Differenz, teilweise werden dort zusétzlich auch Entwicklungen fiir nicht-aquidistante Gitter
untersucht. Die zweite partielle Ableitung in y-Richtung diskretisiert man in vollig analoger Weise
und erhilt damit fiir den LAPLACEschen Operator ein diskretes Aquivalent, mit dessen Hilfe man
sich wieder ein System von (n — 2) x (n — 2) gekoppelten gewohnlichen Differentialgleichungen
konstruiert, das an die Stelle von (1.12)) tritt.

Hinsichtlich der Randbedingungen ist es zweckméfig nach Ausdriicken zu suchen, deren Fehler
ebenso wie derjenige der Approximationen im Quadratinneren wie O(A*) gegen Null strebt, um
eine einheitliche Vorgehensweise zu gewahrleisten. Die Gleichungen — sind dann unter
Verwendung von [29, S.108] zu ersetzen durch

- 4811%_17]' (t) - 36Un_27j (t) + 16’[14”_37]' (t) - 3un_47j(t)

Un,;(t) 55 ., j=2..n—1 (1.18)
wn s (t) = 48uq ;(t) — 36us (t)2—g 16uq ;(t) — 3u57j(t)’ i—2. -1 (1.19)
win(t) = 48u; p—1(t) — 36%’”72“)2—; 16u; p—3(t) — 3u,»,n74(t)7 P9 n1 (1.20)

Im gegensténdlichen Fall sind also jeweils vier innere Gitterpunkte zur Bildung der Ableitung in
Normalenrichtung heranzuziehen. Damit sind sdmtliche Bedingungen formuliert und das System
kann simuliert und anschlieffend mit der mittels Reihenansatz gewonnenen Losung verglichen wer-
den. Der nachfolgende Code soll die prinzipielle Vorgehensweise der Implementierung an Hand von
(1.12), (1.14)-(1.17) aufzeigen, die Ortsdiskretisierungen konnen bei komplizierteren Ausdriicken
auch in einer externen Datei definiert und vom Hauptprogramm eingelesen werden.

n=101; nx=ny=n; dx=2/(nx-1); dy=2/(ny-1); dx2=dx?; dy2=dy2; tend=5;
Z=Array([z,{nx,ny}]; X=Array[zreal,{nx,ny}]; Y=Array[zimag,{nx,ny}];
FOI'[l=1,lSnX,l++,F0r[J=1,JSHY,J""",Z[[l,J]]=—1+(l—1)dX+I(—1+(J—1)dy) ;] :]

func[t_1[i_,j_]:=uli,jl[t]; U=Array[func[t],{nx,ny}]; X=Rel[Z]; Y=Im[Z];

ul1,j_10t_]:=ul2,jI1[t]; ulnx,j_l[t_]:=ulnx-1,j][t];
uli_,1][t_J:=uli,2] [t]/(1+dy); uli_,ny] [t_]1:=uli,ny-1][t];

uxx[i_,j_ ][t _]:=Culi+1,j][t]-2uli, ] [t]+uli-1,;j][t])/dx2;
uyyl[i_,j_I[t_1:=Culi,j+11[t]-2uli,j][t]+uldi,j-1]1[t])/dy2;

eqn=Table[uli,jl’ [t]==uxx[i,j] [t]+uyy[i,j]1[t],{i,2,nx-1},{j,2,ny-1}]1;
ic=Table[uli,j] [0]==1,{i,2,nx-1},{j,2,ny-1}];eqns=Flatten[Join[eqn,ic]l];
vars=Flatten[Table[uli,j][t],{i,2, (ax-1)},{j,2, (ay-1}]1];

result=NDSolve[eqns,vars,{t,0,tend}, InterpolationPrecision—20,
Compiled—True,Method—{"EquationSimplification"—"Residual"}];

U=U/.result; lsg=Flatten[Table[{X[[i,jI1],Y[[i,jI],
SetAccuracy[U[[1,i,j]1]1/. t—4,50]1},{i,1,n},{j,1,n}],1];
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1.4 Vergleich der Simulationslosungen mit dem Reihenansatz

Abkiirzend bezeichne F'D1 die Methode, die im Inneren nach der 5-Punkt-Formel und am
Rand mittels — vorgeht, F'D2 sei das Verfahren, das am Rand Diskretisierungsmethode
— und im Inneren die 9-Punkt-Formeln (unter Beriicksichtigung der néchstinneren Rand-
punkte) verwendet. Ferner sind unter PdeTbx die Ergebnisse der von Matlab verwendeten Methode
der Finiten Elemente (der Partial Differential Equation Toolbox) zusammengestellt. Definiert man
den relativen Fehler eines Verfahrens im Gitterpunkt (x;,y;) zum Zeitpunkt ¢ beziiglich der dort
bekannten exakten Losung 4(x;,y;,t) als Quotient

’ll(l'r“ Yj, t) - U(Z'r“ Yj, t)
’ll(l‘ly Yjs t)
so konnen die Verfahren qualitativ wie quantitativ miteinander verglichen werden (Abbildung 1.5)).

Es zeigt sich bereits hier, daf durch die Beriicksichtigung mehrerer benachbarter Punkte im Zuge
des Diskretisierungsprozesses eine extreme Senkung des relativen Fehlers moglich wird. Um das

ei,j (t) =

b

Abbildung 1.5: Die relativen Fehler von FD1 (links) und F'D2 (rechts) in Bezug zur Reihenlésung
(1.11) auf £101,101 zZum Zeitpunkt ¢ = 4 in Prozent.

2 T e [ . n=201
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-1.x107° -
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Abbildung 1.6: Relativer Fehler der Simulationslésung von F D1 (links) und F D2 (rechts) in Bezug
zur Reihenlsung (1.11) auf 9, , zum Zeitpunkt ¢ = 4 in Prozent bei Verwendung verschieden fein
auflosender Rechengitter (Vertikalschnitt durch die Quadratmitte).
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Konvergenzverhalten der Simulation ndher zu studieren und sich die von der Theorie vorhergesag-
te Konvergenzordnung bestétigen zu lassen, kann man — ausgehend vom Gitter Q101,101 — die
Absténde der Gitterpunkte sukzessive halbieren bzw. verdoppeln und sich wieder die daraus resul-
tierenden relativen Fehler ausgeben lassen, vgl. Es bietet sich ferner an, den relativen
Fehler der Losung auf Q101,101 als Referenz zu Grunde zu legen. zeigt den auf diese
Art normierten relativen Fehler: Bei Anderung des Gitterabstandes um den Faktor zwei tritt fiir
F' D1 die lineare Fehlerordnung zu Tage, in logarithmischer Skalierung vermutet man bei F'D2 in et-
wa den Faktor 16, in Ubereinstimmung mit der dem Verfahren eigenen Fehlerordnung O(A*). Diese
Vermutung wird bestétigt, indem man sich den Quotienten zweier aufeinanderfolgender relativer
Fehler grafisch ausgeben laft.

100

n=101_201

sk n=s1101
10 n=26 51

10F  n=201.401

0.10
1+ n=101 n=201 5F

n=201

n=401

n=401
L L L Ly L Ly L L L L .
-05 00 05 1.0 -05 00 05 1.0 -10 -05 00 05 1.0

Abbildung 1.7: Mit der Losung auf 101,101 normierter relativer Fehler der Simulationslésung von
FD1 (links) und FD2 (Mitte) in Bezug zur Reihenlosung (1.11) zum Zeitpunkt ¢ = 4 in Prozent
bei Verwendung verschieden fein auflésender Rechengitter (Vertikalschnitt durch die Quadratmitte);
Konvergenzordnung von F D2 durch Quotientenbildung (rechts).

Verfahren H Anzahl Gitterpunkte \ Absolutes Fehlermittel \ errechnete Konvergenzordnung ‘

FD1 2.601 0.00627 —
FD1 10.201 0.00312 2.00717
FD1 40.401 0.00156 2.00360
FD2 2.601 4.67382 %1079 —
FD2 10.201 2.99177 % 1010 15.62228
FD2 40.401 1.82074 % 10~ 11 16.43158
PdeTbzx 2.577 3.47640 « 1076 —
PdeTbz 10.145 8.64349 % 10~ 7 4.02199
PdeTbzx 40.257 2.15899 « 10~ 4.00349
FD2 /4.6 2.601 4.67351 % 1079 —
FD2M.6 10.201 2.98176 % 1010 15.67369
FD2/4.6 40.401 1.86091 % 10~ 11 16.02313

Tabelle 1.1: Vergleich der arithmetischen Mittel des absoluten Fehlers fiir ¢ = 4.

Betrachtet man zur Bewertung der Verfahren im jeweiligen Gitterpunkt den absoluten Fehler
|u(xi, yj,t) — w(z;,y;,t)|, summiert diesen iiber alle Gitterpunkte und dividiert anschliefend durch
deren Anzahl, so liefert dies ein Vergleichskriterium. Diese Vorgehensweise scheint auch sinnvoll, da
die PDE-Toolbozx auf Grund der Verwendung eines unstrukturierten Rechengitters zu einer anderen
Anzahl an Rechengitterpunkten gelangt. [Abbildung 1.§|visualisiert die absoluten Fehler am Rechen-
gitter bei zunehmender Gitterverfeinerung, [Tabelle 1.1| gibt eine Ubersicht iiber die arithmetischen
Fehlermittel und die Konvergenzordnungen, fiir die PDE-Toolboz wurde dabei eine quadratische Feh-
lerordnung ermittelt. Am Tabellenende sind auch schon die Simulationsresultate aus
bei konformer Abbildung des Quadrates {iber den Einheitskreis auf sich selbst angefiihrt.




KAPITEL 1. WARMELEITUNG AM EINHEITSQUADRAT 13

00020
[
|
\
t
t

0.0015

0.0010

FD1 2.601 Pt FD1 10.201 Pt FD1 40.401 Pt

i
"
21071}
|
‘o a0

FD2 2.601 Pt FD210.201 Pt FD2 40.401 Pt

PdeTbx 2.577 Pt PdeTbx 10.145 Pt PdeTbx 40.257 Pt

Abbildung 1.8: Vergleich der absoluten Fehler bei sukzessiver Gitterverfeinerung.
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1.5 Finite Differenzen

Die bislang dargelegte Methodik der Diskretisierung der in einer partiellen Differentialgleichung
auftretenden Ortsableitungen zur Uberfiihrung in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen
zeigt auf, daf es wiinschenswert ware, formelméafige Naherungsausdriicke fiir beliebige Differen-
tialquotienten an der Hand zu haben. Ziel dieses Abschnittes ist daher die Approximation von
(gegebenenfalls gemischten) partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung einer reellwertigen Funk-
tion u(x,y) in zwei unabhingigen reellen Verdnderlichen auf einem reguldren Rechengitter. Der
Abstand der Gitterpunkte sei dazu geméf der Definition des Rechengitters £, ,, in die jeweilige
Koordinatenrichtung mit A, und A, dquidistant gewahlt. Die Vorgehensweise in diesem Abschnitt
orientiert sich an den Ausfithrungen von FORNBERG ([12], [13], [14]).

Ausgehend von der zweidimensionalen Fourier-Entwicklung der Funktion u(z,y), deren Periodizi-
tétsbereich so eingerichtet werde, dafs sich das diskrete Rechengitter im Inneren befindet,

o0

u(,y) ~ Y cppe’ Ry
h,k=—o00

wéhlt man zur Approximation der partiellen Ableitung im Punkt (z,y) den Ansatz

CARTERTIN Sl S

D0y (T + mAg, Yy +nAy).

m=—mgo Nn=—ng

Dabei bedeuten

® (,,, -..die gesuchten Gewichte der Approximation
e 4, v ...Ordnung der Ableitung in z- und y-Richtung
e mq, ny ... Anzahl der Intervalle zwischen den jeweils dufsersten Gitterpunkten

e mg, ng ...Anzahl der Intervalle zwischen Entwicklungspunkt und linkem (unterem) Punkt

Setzt man in diesen Ansatz die Fourier-Reihe der Funktion w ein, so folgt durch Ausdifferenzieren
und Umsortieren

a#—‘ruu T,y o) . -
# ~ [Z#-i-l/wzwz] chkez(whm+wky)
orxovy Z
h,k=—o0
mi1—mo N1—No 00
~ Z § Amn E Chkel(wthrwky)el(whmAerwknAy)
m=—mgo Nn=—ng h,k:*()o
OO mip—mo ni1—No

_ E E E anlnez(whmAerwknAy) chkei(wthrwky)’

h,k=—o0 Lm=—mon=—ng

und man erhilt durch Koeflizientenvergleich Vh, k € Z den Zusammenhang

mi1—mg N1 —No
i“+”wﬁw;€’ ~ E 2 amnez(whmAerwknAy).

m=—mo n=—ng

Mit den Substitutionen ¢ = e®rAs bzw. 7 = e™rAv folgt mit wy, = In&/iA, bzw. wy, =In n/iA,

it (10 " /1nn VNm§O ngo g
‘ in, ) \in,) = GmnS 1

m=—mon=—ng
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Fiir die linke Seite findet man jetzt bequem das Taylor-Polynom in £ und 7 im Entwicklungspunkt
(¢ = 1,7 = 1) — es ist ja die urspriingliche Funktion um A, = A, = 0 zu entwickeln — und
nach Umformung ergibt sich ein Zusammenhang, aus dem durch Koeffizientenvergleich der aus der
Taylor-Entwicklung bekannten b,,, die gesuchten Gewichte a,,, der FD-Approximation ermittelt
werden konnen,

mopno (] l mi ni mi ni
gmoy OA( ﬁi . nn)” 23S b€ - D=1 = 33 g™ (122)
m=0n=0 m=0n=0

Zur besseren Veranschaulichung der jeweiligen Formel konnen die Gewichte in eine Matrix zu-
sammengefaltt werden, wobei das Gewicht des Entwicklungspunktes agg speziell gekennzeichnet
wird. Die Approximation der Ableitung erhélt man dann durch Aufsummieren sémtlicher Produkte
AmnUmy fir m = —mg ... mq und n = —nyg...n;. Nachfolgend soll die konkrete Vorgehensweise an
Hand einiger Beispiele demonstriert werden, die gefundenen Ausdriicke wurden speziell auch zur
Implementierung der Approximationen der Ortsableitungen herangezogen.

Beispiel 1. 2-Punkt-Molekiil, erste Ableitung. Dafl Formel auch im eindimensio-
nalen Fall anwendbar ist, ersicht man etwa an Hand der Vorwértsdifferenz fiir die Approximation
von ' (x). In diesem Fall ist u =1, v = 0, m; = 1 und my = ng = n; = 0, man entwickelt demnach
um & = 1 in die Reihe

¢ ¢—1
A, TN
das Molekiil der FD-Gewichte lautet also gemaf «'(0) & (u; — ug)/A,

E< 1).

Beispiel 2. 5-Punkt-Molekiile, erste Ableitung. Zur Diskretisierung der ersten Ablei-
tung fiir einen Randpunkt des Rechengitters in z-Richtung, wie sie etwa bei der Umsetzung von
NEUMANNschen oder NEWTONschen Randbedingungen gesucht ist, wird fiir fiinf Gitterpunkte am
linken Gitterrand =1, v =0, m; = 4 und mg = ng = ny; = 0. Man findet mit

gwﬁ—l_(£f1)2+(£f1)3_(£f1)47
A, A, 20, 3A, 4A, 124,

(—25 + 48¢ — 36¢7 + 16¢% — 3¢*)

die Approximation u’(0) ~ (—3uyg + 16us — 36us + 48u; — 25up)/12A, und damit das Randpunkt-
Molekiil

1
E( 25] 48 36 16 -3 ).
Weiters erhélt man fiir mg = 1,...,4 die Molekiile

12A(318—61)

122(1_8@8_1>
12A(16_18 )

%&(3 16 36 48 [25] ),

in allen Fallen dieses Beispiels ist die Approximationsgiite mindestens von vierter Ordnung.



KAPITEL 1. WARMELEITUNG AM EINHEITSQUADRAT 16

Beispiel 3. 6-Punkt-Molekiile, zweite Ableitung. Um zu einer Approximationsgenauig-
keit von mindestens vierter Ordnung fiir die zweite Ableitung in y-Richtung zu gelangen, sind, wie
eine Betrachtung der Taylorreihe zeigt, im allgemeinen sechs Gitterpunkte notwendig. Mit g = 0,
v =2,n1 =5 und myp = my = 0 sind die gesuchten Entwicklungen fiir ng = 0,...5 nach (1.22))

™ (Inn)®
A2 1202

45 — 51ng 4 18n2 — 2n3 + (=154 4 213ny — 84n2 + 10n3)n+
(214 — 354ng + 15603 — 20n3)n? + (—156 + 294ng — 144n + 20n3)n°+

(61 — 123ng + 66n2 — 10n3)n* + (=10 + 21ng — 12n2 + 2n3)7° |.

Dies erbringt fiir ng = 0, ...5 sukzessive die folgenden Molekiile (gemeinsamer Vorfaktor 1/ 12A§):

~10 1 0 ~1 10
61 —6 -1 16 -15 —154
—156 14 16 4 214
214 —4 -30 16 14 —156
—154 16 ~1 —6 61
10 —1 0 1 -10

Bemerkenswert ist neben der Symmetrie auch noch der Umstand, daf fiir die zur Génze im Inneren
des Gitters gelegenen Punkte jeweils ein FD-Gewicht verschwindet. Somit sind zur Approximation
der zweiten Ableitung mit einer Genauigkeit von vierter Ordnung nur fiinf Punkte notwendig, und
zwar der Punkt selbst nebst seinen vier Nachbarpunkten. Es ist dies die bereits angefiihrte Formel

—U_g +16u_1; — 30ug + 16u; — us N O(h®)
12h2 h?

Ugy =

Beispiel 4. 25-Punkt-Molekiile, gemischte partielle Ableitung. Der Fehler moge dabei
wieder von vierter Ordnung geméf O(A3) + O(A}) gegen Null streben, dazu ist ein Molekiil mit
25 Punkten erforderlich. Je nach Lage des Entwicklungspunktes sind hier diverse Fille zu unter-
scheiden. Der Fall mg = ng = 2, my = n; = 4 kann nur dann angewendet werden, wenn der
entsprechende Gitterpunkt hinreichend im Inneren des Rechengebietes gelegen ist in dem Sinne,
daR die Funktionswerte us_, 2—p fiir m,n = 0,...4 zur Verfiigung stehen. Es ist fiir 9% f /020y in
Formel p = v =1 zu setzen, somit folgt® aus

&2n?Inélny N 1

_ 3 _ ¢4 _ 3 4
A, S THALA, 1 — 8¢ + 863 — &% — 8+ 64€n — 6483y + 8¢ +

8n® — 64¢n” + 64¢%n° — 1t + 8¢n* — 8t + Lyt

das Zentral-Molekiil, in dem neun Gewichte verschwinden:

18 0 -8 1
, 8 —64 0 64 -8
. o [o] o o
WilAy | 5 64 0 —64 8
1 -8 0 8 -1

5 Alle diese TavLor-Entwicklungen 14£t man natiirlich von Mathematica durchfiihren, hier:
MatrixForm[CoefficientList [Normal [Series [x?*y?*Log[x]*Logly]l,{x,1,4},{y,1,4}1/ (h*k)],{x,y}]]
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Weitere, nicht-zentrale Molekiile fiir dieses Beispiel lauten (Vorfaktor jeweils 1/144A,A,) fiir den
Fall der vier Punkte in der Nahe der Quadratecken

-3 10 18 -6 1 -9 30 54 18 3
18 60 -108 36 —6 —30 180 —60 10
—54 —180 324 108 18 54 180 —324 108 —18
30 ~180 60 —10 18 —60 108 -36 6
9 30 -54 18 -3 3 10 -18 6 -1
-1 6 -18 10 3 -3 18 54 30 9
6 —36 108 —60 —18 10 60 —180 30
—18 108 —324 180 54 18 108 324 —180 54 |,
10 —60 180 —30 —6 36 108 60 18
3 —18 54 30 -9 1 -6 18 -10 -3

wobei man erkennt, dafs die Spiegelung an einer der Achsen einen Vorzeichenwechsel bewirkt. Die
resultierenden Matrizen sind aufterdem vollbesetzt.

Fiir Entwicklungspunkte in Randnéhe, denen nur in eine Koordinatenrichtung Funktionswerte un-
vollstandig zur Verfligung gestellt werden kénnen, findet man

3 10 -18 6 -1 1 -8 0 8 -1
24 —80 144 —48 8 6 48 0 —48 6
o [o] o 0 0 18 —144 0 144 —18
24 80 144 48 -8 ~10 80 [0] —-80 10
-3 -10 18 -6 1 -3 24 0 -24 3
3 -24 0 24 -3 1 -6 18 -10 -3
10 -80 [0] 80 10 -8 48 —144 80 24
~18 144 0 144 18 o o o [o] o [,
6 —48 0 48 -6 8§ —48 144 80 —24
-1 8 0 -8 1 -1 6 —18 10 3

wiederum wird durch Spiegelung ein Vorzeichenwechsel bewirkt, zudem verschwinden jeweils fiinf
Gewichte. Fiir Molekiile ,echter* Randpunkte verfihrt man analog, falls eine Diskretisierung der
gemischten partiellen Ableitung bei Vorliegen entsprechender Randbedingungen notwendig ist.

Bei den in Beispiel 4 angegebenen Formeln darf aber nicht {ibersehen werden, dafs erstmals ein Fall
vorliegt, bei dem auch Werte in den Quadrateckpunkten zur Verfiigung gestellt werden miissen. Die-
ser zundchst harmlos anmutende Sachverhalt wirft bei ndherer Betrachtung Fragestellungen prinzi-
pieller Natur auf, ndmlich wie zur Ermittlung dieser vier Funktionswerte vorgegangen werden kann,
wenn an der Berandung keine Bedingungen vom DIRICHLETschen Typ vorgeschrieben sind. Einen
Ansatz stellt die Forderung nach entsprechenden Stetigkeits- oder Differenzierbarkeitseigenschaf-
ten in diesen Eckpunkten dar, wie sie im iibrigen auch bei Kollision von strukturell verschiedenen
Randbedingungen in Punkten auf den Quadratseiten zu fordern sind. Alternativ dazu kann auch
versucht werden, diese Problempunkte durch Verwendung geeigneterer Molekiile zu umschiffen.

Mit den Ergebnissen dieses Abschnittes ist man also zusétzlich in der Lage, die Fehlerord-
nung eines Verfahrens unter Auswahl zweckméfiger Diskretisierungsmethoden fiir die auftretenden
Differentialquotienten zu steuern. Es gilt, den Entwicklungsaufwand und die Fehleranfalligkeit bei
Umsetzung der Implementierung (die Ndherungsausdriicke konnen dabei unter Minimierung des
Entwicklungsaufwandes von einer externen Datei eingelesen werden) gegen die resultierende Kon-
vergenzordnung abzuwégen. Da in den Féllen von praktischer Relevanz eine Referenzlosung im
allgemeinen nicht zugéinglich sein wird, kann man im Zuge einer Simulationsstudie Verfahren von
unterschiedlicher Fehlerordnung einsetzen und die Ergebnisse dann unter Verfeinerung des Rechen-
gitters im Hinblick auf Konvergenz und Konsistenz priifen.
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1.6 Fazit und Argumente fiir die konforme Abbildung

Insgesamt kann resiimiert werden, dafs die Vorteile der Linienmethode gegeniiber der Methode der
Finiten Elemente, wie sie am Beispiel der PDE-Toolbox studiert wurde, hinsichtlich Steuerung
der Konvergenzordnung und der sich daraus ergebenden Fehlergenauigkeit in diesem einleitenden
Kapitel sehr deutlich zu Tage getreten sind. Ein gravierender Nachteil besteht allerdings in dem
Umstand, dafs der Prozeft der Ortsdiskretisierung gebunden ist an ein reguléres, typischerweise
dquidistantes Rechengitter, obwohl er sich andererseits recht einfach auch auf héherdimensionale
Modelle mit verteilten Parametern erweitern lafst. Diese Einschriankung gilt fiir FE-Methoden nicht,
durch eine Rechengittergenerierung mittels Triangulierung ist die in Betracht stehende Geometrie
praktisch keinen Beschrinkungen unterworfen. Der héheren Flexibilitét hinsichtlich der Gestalt des
Rechengebietes steht bei der PDE-Toolbox jedoch eine stets quadratische Fehlerordnung gegeniiber.

Ein weiterer Aspekt betrifft die mogliche Breite der Anwendbarkeit hinsichtlich der verschie-
denen Klassen partieller Differentialgleichungen. Die vorgestellte Implementierung der Linienme-
thode eignet sich primér fiir instationére Problemstellungen (stationire Aufgabenstellung sind aber
prinzipiell auch abgedeckt) und ist dahingehend verwendbar fiir beliebige Systeme partieller Dif-
ferentialgleichungen. In der PDE-Toolbox besteht aus der Blackbox lediglich die Moglichkeit der
Auswahl aus Gleichungen von sehr speziellem Typ unter Angabe von Parametern. So ist zum Bei-
spiel das Einbringen eines dynamischen Quellterms in die Wéarmeleitungsgleichung aus der GUI
nicht méglich, dazu hat man dann die tiefer liegenden Routinen in der Commandline zu verwenden.

Des weiteren ist zu hinterfragen, inwiefern die bei den Vergleichen verwendete PDE-Toolbox
den zeitgeméfien Einsatz der Methode der Finiten Elemente repriasentieren kann. Auch wenn seitens
Mathworks eine aktive Versionspflege stattfindet (mit der aktuellen Release von Matlab 2019b wurde
die PDE-Toolbox 3.3 ausgerollt), sei an dieser Stelle erwdhnt, daf durch die Abspaltung und eigen-
stdndige Weiterentwicklung iiber FEMLAB zu COMSOL die Moglichkeit bestehen koénnte, durch
Einsatz dieser Software zu besseren Simulationsergebnissen hinsichtlich FE-Methoden zu gelangen.

Lafst unser bisher entwickeltes Mathematica-Programm zwar grundsétzlich auch schon die An-
wendung auf instationédre Problemstellungen abseits der Warmeleitungsgleichung zu, so ist es im
Hinblick auf die Gestalt der zu Grunde liegenden Geometrie in Form des Einheitsquadrates sehr
starken Einschrinkungen unterworfen. Damit entsteht die Fragestellung, ob die fiir die Simulati-
on hervorragend geeigneten Eigenschaften der CTDS-Linienmethode nutzbringend auf allgemeinere
Gebiete unter Beibehaltung der Regularitdt des Rechengitters erweiterbar sind.

Die Antwort darauf gibt die konforme Abbildung des Einheitsquadrates: Durch ihre Eigenschaft
der Winkeltreue werden lokale Quadratnetze im Kleinen wieder auf Quadratnetze abgebildet, der
Quadratrand kommt ferner mit dem Rand der in Betracht stehenden Geometrie zur Deckung und
schlieflich weist auf der Berandung der Geometrie das Bild jeweils eines der kartesischen Basis-
vektoren in Richtung des dortigen Normalenvektors (die Orthogonalitit der Basisvektoren bleibt
somit erhalten, nicht aber deren Linge und auch nicht deren Konstanz). Die Herausforderung be-
steht demnach fiir ein vorgegebenes Gebiet zunéchst in der numerischen Konstruktion einer solchen
konformen Transformation, um diese dann nutzbringend fiir die Simulation einzusetzen.



Kapitel 2

Theorie der konformen Abbildung

Die konstruktive Theorie der konformen Abbildung hat in ihrer Eigenschaft als Teildisziplin der kom-
plexen Analysis alte Wurzeln, bereits Anfang des 20. Jahrhunderts suchte man etwa in Ermangelung
leistungsfahiger Rechenanlagen nach Methoden, die eine effiziente Berechnung von Tragfliigelprofi-
len (N. JOUKOWSKI, 1906) erméglichen sollten. Es zeigte sich, daf durch die Anwendung konformer
Transformationen die Verkomplizierung der Gestalt von Differentialoperatoren — bei gleichzeitiger
Vereinfachung des Rechengebietes — auf ein Mindestmaf reduziert werden konnte und damit fiir
die damaligen Verhaltnisse notwendigen Handrechnungen essentielle Vereinfachungen erbrachte.

Es ist wenig verwunderlich, daf in der heutigen Zeit, in der den Taktfrequenzen von Micropro-
zessoren eine weniger bedeutende Rolle als noch vor 30 Jahren zukommt und zudem Rechenleistung
aus der Cloud nach Bedarf erworben werden kann, moderne Simulatoren dem Bestreben nach Ver-
einfachung der Dinge weniger Augenmerk entgegenbringen.

Auch scheint dadurch der Trend in der Simulation partieller Differentialgleichungen in die Rich-
tung unstrukturierter Rechennetze zu weisen, und damit gerdt die Methode der Finiten Differenzen,
deren Stérken ja auf orthogonalen Gittern zu finden sind, zunehmend ins Abseits — und das mitun-
ter ganz zu Recht, denn strukturierte Gitter verlangen — beispielsweise wenn Randbedingungen in
Richtung des auswirts weisenden Normalenvektors vorgeschrieben werden — in den meisten Féllen
nach einer regelméfigen Berandung und fithren damit zu Aufgabenstellungen, die man mithin als
von akademischer Natur bezeichnen kann.

Nun kann man sich aber durchaus die Frage stellen, ob nicht eine Moglichkeit besteht, die
Vorziige der Finiten Differenzen auch auf unregelméflig berandeten Rechengebieten auszuspielen.
Genau das wird durch Zwischenschaltung der konformen Abbildung, deren Stirke die winkeltreue
Uberfithrung von Rechennetzen unter Anpassung auf die Geometrie der Berandung ist, geleistet.

Das vorliegende Kapitel widmet sich daher der Aufgabenstellung, das in verwendete
Rechengitter 9,,, , aus Abbildung @ dergestalt auf ein vorgegebenes Gebiet zu deformieren, daf§
einerseits die Orthogonalitit in den Rechenpunkten des Inneren erhalten bleibt und andererseits eine
umkehrbar eindeutige Abbildung der Berandung erzielt wird. Wahrend dabei manche Abbildungen,
wie etwa die Transformation des Einheitsquadrates auf den Einheitskreis oder die des Kreises auf den
Kreiszwickel, durch geschlossene Ausdriicke angegeben werden kénnen, bedarf es zur Konstruktion
von Abbildungen auf allgemeinere Geometrien der Losung von Integralgleichungen (linearer oder
nichtlinearer Natur), die den Zusammenhang am Rand (Rdnderzuordnungsfunktion) herstellen.

Es liegt in der Natur der zu Grunde liegenden komplexen Analysis, daf die Betrachtungen auf
zweidimensionale, ebene Abbildungsprobleme beschrénkt bleiben.

19
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2.1 Elemente der Funktionentheorie

Fiir das Folgende bezeichne C den Korper der komplexen Zahlen mit den vertrauten Eigenschaften
und Rechenregeln. Zur Klarung der Begriffsbildungen folgen zunéchst einige Definitionen.

Fiir eine nicht-leere Teilmenge M C C und einen Punkt {5 = & + inp € C sei mit |30, S.71]

K.(¢o) :=={¢ eC||¢ — Gl <&}

die e-Umgebung von (p in Form einer offenen Kreisscheibe mit Radius € > 0 eingefiihrt. {y heifst

e Innerer Punkt von M, wenn Je: K.({y) C M
o Auferer Punkt von M, wenn Je : K.((o) CC\ M

e Randpunkt von M, wenn (y weder innerer noch duferer Punkt von M ist.

Co ist dabei exklusiv entweder innerer Punkt, dufserer Punkt oder Randpunkt von M. Besteht M
nur aus inneren Punkten, so heilst M offen.

M wird wegzusammenhéngend genannt!, wenn sich je zwei beliebige Punkte ¢ = (, CA =(,eEM
durch einen ganz in M verlaufenden Polygonzug verbinden lassen,

n

U {@ = 0)¢1 + 1G] € 0,1} € M.

i=1
Ein Gebiet & ist definiert als nicht-leere, offene und zusammenhéngende Teilmenge von C.

Lassen sich auf einer zusammenhédngenden Menge M fiir irgend zwei beliebige Punkte je zwei
solcher die beiden Punkte verbindende Polygonziige innerhalb von M stetig ineinander tiberfiihren,
so heiflt M einfach zusammenhdngend.

Ist [a,b] ein Intervall, so nennt man eine Abbildung v : [a,b] — € C C eine Kurve. Ist ()
injektiv? und stetig, spricht man von einem Jordan-Bogen, gilt zusétzlich vy(a) = ~(b) von einer
(geschlossenen) Jordan-Kurve. Ist v(t) Vt € [a,b] nach dem Kurvenparameter stetig differenzierbar
mit ¥(t) # 0, dann heifit v glatt, im Falle beliebig oftmaliger stetiger Differenzierbarkeit analytisch.
Damit ist klar, was unter einer stiickweise glatten (bzw. stiickweise analytischen) Jordan-Kurve zu
verstehen ist: Hier liegen endlich viele Ecken vor, in denen die links- und rechtsseitigen Ableitungen
zwar existieren, jedoch nicht iibereinstimmen.

Durch die Punktmenge € einer stiickweise glatten Jordan-Kurve v wird C in zwei disjunkte,
einfach zusammenhingende Gebiete €, und &, geteilt®, wobei bei positiver Orientierung von v die
zur Linken liegende Punktmenge &, das Innere von € genannt wird. &; wird also von € berandet.

Ist eine komplexe Funktion ¢ = f(z) auf einem Gebiet & C C definiert und dort {iberall
differenzierbar, so heift f analytisch*. Nach dem Satz iiber die Gebietstreue [7, S.1283] ist das Bild
f(®) einer nicht-konstanten holomorphen Funktion wieder ein Gebiet, die Forderung f(z) # 0 ist
jedoch bemerkenswerter Weise keine hinreichende Bedingung fiir die Bijektivitdt von f.

Laut dem Ersten Fundamentalsatz der Funktionentheorie [7, S.1196] ist eine Funktion f(z) =
&(x,y) +in(x,y) dann und nur dann auf einem Gebiet analytisch, wenn Real- und Imaginérteil von
f auf & differenzierbar sind und dort die CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen, &, = n,
und &, = —1n;, erfiillt werden. £ und 7 sind in diesem Fall sogar konjugiert harmonische Funktionen,
A¢E = An = 0. Fiir die Ableitung erhilt man dann die Darstellung f'(z) = &, + in,.

1 Aus dem Wegzusammenhang folgt der topologische Zusammenhang, M kann dann nicht in zwei disjunkte nicht-
leere offene Mengen zerlegt werden. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

2 Damit wird eine Selbstiiberschneidung ausgeschlossen, in diesem Fall heift die Kurve auch einfach.

3 Hier dient der Kurvensatz von JORDAN als Grundlage, [I7, S.235, Theorem 4.6f]

4 Synonym verwendet werden die Begriffe reguldr und holomorph. Von wesentlicher Bedeutung ist, daf§ es sich
beim Definitionsbereich stets um ein Gebiet handelt.
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2.2 Randwerte von CAUCHY-Integralen

Ist f(z) auf einem (nicht notwendiger Weise einfach zusammenhéngenden) Gebiet & analytisch,
so existieren dort auch die Ableitungen f*)(z), k = 0,1,2..., beliebig hoher Ordnung von f, die
wiederum auf @& analytische Funktionen sind und es gilt fiir jede glatte, ganz in & verlaufende
Jordan-Kurve ~p, in deren Innerem f(z) analytisch ist, fiir jeden Punkt zp aus dem Inneren von
€y = o (t) mit ¢ € [ag, bo] die CAUCHYsche Integralformel [T, S.1204, (37.19)]

) () = B f2) 4,
f(20) ﬁo =z dz.

T o

Es ist genau zu beachten, daft €, C & gefordert ist und dabei keinerlei Aussagen iiber Randpunkte
von & getroffen werden. Die Integralformel von CAUCHY léft sich jedoch hinsichtlich des Falles
erweitern, bei dem & durch € berandet wird, das Kurvenintegral mithin iiber eine stiickweise
glatte Jordan-Kurve zu erstrecken ist, deren Bildmenge € disjunkt zu & ist. Will man also zu
solchen Aussagen gelangen, bei denen das Bild f(zg) als Kurvenintegral iiber die Randkurve € zu
berechnen ist, so sind zusétzliche Annahmen zu treffen. Man findet [I5, S.4ff.], [3, S.25f.] folgenden

Satz (Darstellung von f mittels verallgemeinertem CAUCHYschen Integral).
Der Rand € von & sei gegeben durch eine stickweise glatte Jordan-Kurve . Ist f(z) auf & reguldr
und auf €U & stetig®, so gilt Vzo € C

1. Fir zp ¢ €U ist

]{y(zf—(zio)dzzo

2. Fir zg € & st

f(z0) = 17{(f(z)dz

21

3. Fiir zg € € ist

IO C I
O e

Man ersieht speziell, dafs wegen (3.) auch fiir die Randpunkte eine Darstellung mittels Hauptwert-
integral moglich wird. Mit 0 < a < 2 wird dort der durch 7 dividierte Innenwinkel bezeichnet, fiir
Punkte auf glatten Abschnitten von ~y gilt a = 1.

Die Untersuchung der Existenz von Ableitungen f*) k = 1,2, ..., holomorpher Funktionen
und deren Darstellung an der Berandung, wie sie unter den Voraussetzungen des obigen Satzes
fiir die Funktion f selbst studiert wurde, stellt ein recht schwieriges Unterfangen dar. Jedenfalls
sind gewisse Zusatzforderungen an das Verhalten von f am Rand und die Eigenschaften von ~« zu
stellen. Daher wird an dieser Stelle nur auf die Ergebnisse von [33], [15], S.262ff., Anhang 4] und
[3, S.11ff.] verwiesen, im Anlaffall folgt an gegebener Stelle eine eingehendere Argumentation. Im
Wesentlichen gilt, daf f iiber einen analytischen Jordan-Bogen analytisch fortgesetzt werden kann.

Fiir den Spezialfall einer in € reguliiren, auf € stetigen Funktion f(z+iy) = &(x,y)+in(z, y) gilt
weiters die SCHWARZsche Integralformel [22] S.89fF., (9.2.12)], die es ermdglicht, die Funktionswerte
fiir Punkte im Inneren des Einheitskreises aus dem Kurvenintegral iiber den Realteil am Rand des
Kreises zu berechnen. Sie lautet in Polarform

) ) 1 2w
0 _ ) _
e = ) = in(O) + 3= [ ete

0 el 4 ret®

eV — reiy

do. (2.1)

5 Nach dem Fortsetzungssatz von CARATHEODORY ist die stetige Fortsetzbarkeit von f sogar schon fiir geschlossene
Jordan-Kurven ohne die gestellten Glattheitsforderungen erfiillt, |3} S.10]. Fiir nirgends differenzierbare Jordan-
Kurven (Fraktale bzw. Kochsche Kurven) wird aber der Begriff des Innenwinkels problematisch.
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Auf der Peripherie des Einheitskreises selbst 1afst der Realteil von f unter den selben Voraussetzun-
gen wie oben eine Integraldarstellung des Imaginérteiles zu, es gilt auf Grund des Residuensatzes
und der Identitit (e + €*?)/(e’” — e'?) = icot “’T_ﬂ zwischen den konjugiert harmonischen Funk-
tionen &(z,y) und n(x,y) dort der Zusammenhang [15] S.62, (1.1)]

2

Qo) _ 1 i p—1
) =n0)+ 5= [ o et S 00 (22)

2.3 Die konforme Abbildung

Sei nun die komplexe Funktion f analytisch in einer Umgebung K. ({y) eines Punktes ¢y dergestalt
gegeben, dak f'((p) # 0 gelte. Weiters seien dort (;(t) und (2(t) glatte Jordan-Bogen, die sich im
Punkt (p unter dem Winkel a = lim¢, ¢,—¢, arg g?:gg schneiden moégen. Dann kann man zeigen, daft
sich auch die Bildkurven f(¢;(¢)) und f((2(t)) im Punkt f(¢o) unter dem selben Winkel o schneiden

[25, S.149f.]. Auf Gebieten holomorphe Funktionen mit |f’(¢)| > 0 sind dort also winkeltreu.

Durch die Forderung f’(¢) # 0 ist aber global auf einem Gebiet immer noch nicht gewéhr-
leistet, dafs die Abbildung f auch eindeutig umkehrbar ist. Dies liegt an der Tatsache, dafs auf
einem Gebiet analytische Funktionen mit nicht-verschwindender Ableitung nicht notwendigerweise
injektiv sind, vergleiche dazu die Ausfiihrungen in [3] S.4]. Auf einem Gebiet injektive holomorphe
Funktionen heiffen konform oder schlicht. Ob eine eindeutige Umkehrbarkeit erzielt werden kann,
héngt wesentlich vom Verhalten der holomorphen Funktion bei Anndherung an den Gebietsrand
und die dortigen Differenzierbarkeitseigenschaften von f ab.

Eine interessante Feststellung 148t sich nun fiir den Fall der Regularitét einer Abbildung in einer
Umgebung K. ({y) eines Punktes (o treffen, in dem f’({y) = 0 vorliegt. (o heifst dann ein kritischer
Punkt der Abbildung f und es ist zu erwarten, daf der Winkel zweier sich in (3 schneidender
Jordan-Bogen unter f nicht erhalten bleibt. Es gilt [T, S.317ff., Theorem 5.3.1] folgender

Satz (Verhalten von f in kritischen Punkten).
Sei f analytisch in &, f'(Co) = £ (Co) = -+ = fE V() =0, fF(¢) # 0 fiir (o € &. Dann wird
der Winkel zweier sich tm Punkt (o schneidender Jordan-Bdgen um das k-fache vergrifert.

Es ist zu erahnen, daf wir auf Grund der bisherigen Erkenntnisse mit numerischen Metho-
den versuchen werden, das Quadratgitter Q,, , einer konformen Abbildung zu unterwerfen. Den
theoretischen Unterbau dazu liefert uns hinsichtlich Existenz und Eindeutigkeit folgender

Satz (RIEMANNscher Abbildungssatz).

Gegeben seien nicht-leere, einfach zusammenhdngende Gebiete &1 und Bo als echte Teilmengen
der komplexen Zahlenebene und zg € &1, wg € Sy, A € R.

Dann existiert genau eine biholomorphe Abbildung f : &1 — &4 mit f(z0) = wo und arg f'(z0) = A.

Insbesondere folgt daraus die Existenz einer konformen Abbildung eines einfach zusammenhin-
genden Gebietes auf das Innere des Einheitskreises |w| < 1 als Normalgebiet und umgekehrt. Die
Formulierung des Satzes stiitzt sich dabei auf HENRICI [I7) S.380, Corollary 5.10¢].

Damit steht der Konstruktion der konformen Abbildung vom Einheitsquadrat auf den Einheits-
kreis zumindest von der Theorie her nichts mehr im Wege. Da der RIEMANNsche Abbildungssatz
nicht konstruktiv ist, gilt es in den weiteren Ausfiihrungen nach solchen konstruktiven Verfahren zu
suchen. Das konkrete Problem der Transformation £ — & kann mit Hilfe von Polygonabbildungen
in Angriff genommen werden, die eine spezielle Klasse konformer Abbildungen stellen und teils eine
geschlossene Darstellung mittels elliptischer Funktionen ermoglichen. Um den Einheitskreis bzw.
das transformierte Rechengitter konform weiter auf ein durch eine geschlossene Jordan-Kurve be-
randetes Gebiet abzubilden, bedienen wir uns speziell der Integralgleichung von THEODORSEN. Sie
ist nur eine der numerisch konstruktiven Verfahren, die es gestattet, den Zusammenhang ¢ — 6(¢p)
herzustellen. Bei Kenntnis dieser sogenannten Rdnderzuordnungsfunktion ist die konforme Abbil-
dung (und auch deren Ableitungen) dann auf dem gesamten Gebiet bekannt, vgl. Abschnitt
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2.4 Transformationen vom SCHWARZ-CHRISTOFFEL Typ

Unabhéngig voneinander fanden bereits um 1869 H.A. SCHWARZ und E.B. CHRISTOFFEL, dafs eine
Abbildungsvorschrift, die es leistet, die obere komplexe Halbebene &(w) > 0 bzw. das Innere des
Einheitskreises |w| < 1 konform auf ein durch einen geschlossenen, n-eckigen Polygonzug berandetes
Gebiet abzubilden, durch

w n

fwy=A+B [ JJa- wik)-ﬁkdg (2.3)

0 k=1

angegeben werden kann, [32]. Die komplexen Konstanten A und B vermitteln dabei Translation
bzw. Drehstreckung, die Punkte wy (k = 1,...n) liegen als Urbilder der Polygon-Eckpunkte zj
auf der reellen Achse bzw. unimodular auf dem Einheitskreis und S sind die zugehérigen, durch 7
dividierten, duBeren Drehwinkel mit Y ,_, 85 = 2. Damit hat man folgende Aussage im

Satz (SCHWARZ-CHRISTOFFEL Transformation von |w| < 1 auf verallgemeinerten Polygonzug).

Sei & ein einfach zusammenhdngendes Gebiet der komplexen Zahlenebene dergestalt, dafi es durch
einen Polygonzug mit Eckpunkten zp berandet wird. Ferner gelte fir die zugehérigen Drehwinkel
—1 < By < 1 fur endliches zx bzw. 1 < B < 3 fiir zi = oo. Dann existiert mindestens eine
analytische Funktion, die den FEinheitskreis konform auf & abbildet, wobei jede dieser Funktionen

von der Gestalt ist.

Die gewihlten Formulierungen verwenden die Notationen in [3I, Theorem 1] und [I7, S.406,
Theorem 5.12¢|. Man findet zum einen in der Literatur auch Darstellungen, in denen die Innenwinkel
verwendet werden [20, S.15, (1.2)], andererseits trifft man unter Beachtung von (1 — ¢/wy,)™P* =
(—=1/wy,) P+ (¢ — wy) =P+ vielfach auch |7, S.1291, (38.122)], [15, S.170, (3.1)] auf

fwy=c+D [ T —wi) P dc. (2.4)
0 k=1

Dafs die Bauart der Abbildung unabhéngig davon ist, ob als Urbild die obere Halbebene oder
der Einheitskreis zu Grunde gelegt wird kann man ersehen, indem man die Mobiustransformation

14w z—1 dz 27

i) e e ar (2

betrachtet. Wie man unschwer erkennt, wird durch diese Vorschriften das Innere des Einheitskreises
|w| < 1 konform auf die obere Halbebene $(z) > 0 abgebildet und umgekehrt, das Einsetzten in
unter Beachtung von >_;_, 8, = 2 erbringt sofort das Behauptete (vgl. dazu |25, S.192f.], [17,
S.404f.] oder auch [II, S.352]). Es ist im {ibrigen (durch Beachtung der Orientierung) auch méglich,
AuRengebiete einfach zusammenhéngender Gebiete in analoger Weise abzubilden, |22 S.149ff.].

Um die Eindeutigkeit der SCHWARZ-CHRISTOFFELschen Abbildung im Sinne des RIEMANN-
schen Abbildungssatzes zu erzielen, hat man die Urbilder wj der Eckpunkte z; in geeigneter Weise
zu bestimmen, das heifit, man steht vor einem Parameterproblem®. A priori festgelegt wurden
bisher nur die duferen Schwenkungswinkel 5y, die Konstanten A und B bestimmen dabei Lage und
Grofse des Polygonzuges, die Proportionen der Seitenldngen werden iiber die Lage der Urbilder (am
Einheitskreis oder auf der reellen Achse) zueinander gesteuert und sind nur mit Einschriankungen
frei wahlbar. Ist die Abbildung vom Einheitskreis auf den Polygonzug eindeutig ermittelt worden, so
gestattet die Bauart von auf Grund der Biholomorphie auch die Angabe der Umkehrabbildung.

6 Im Falle unregelmiRiger Polygone kann sich das Aufsuchen der Urbilder als komplexe Angelegenheit herausstel-
len, wir verweisen auf die im Literaturverzeichnis angegebenen Werke von GaIgr [I5] S.170ff.], TREFETHEN und
HoweLL und erwéhnen auch noch die fir Matlab verfiigbare Schwarz-Christoffel Toolbox [10} Driscoll].
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2.5 Konforme Abbildung Einheitsquadrat auf Einheitskreis

Die obigen Ausfithrungen versetzen uns in die Lage, das Innere des Einheitskreises konform auf
das Innere des Einheitsquadrates abzubilden. Ausgehend von Gleichung bestimmen sich die
aufieren Drehwinkel Sy in den vier Quadratecken (zq = 1+4, 20 = —1+414, 23 =—1—14,24 =1 —1)
samtlich zu 7/2, sodak die Abbildung angesetzt wird als

o= flw)= C“)/ (G wn) A — ) VAC — ) YA — wa) VG
0

Im n&chsten Schritt stellt man durch die Forderung f(0) = 0 fest, daf die Translationskonstante
C entfillt und dariiber hinaus kein Parameterproblem vorliegt, da man auf Grund der Symmetrien
die unimodularen Urbilder sofort fixieren kann durch

Wht1 = e"(%'*'%ﬁ)7 k=0,...3.

Damit ist f bereits bis auf eine Drehstreckung eindeutig bestimmt. Die verbleibende Konstante D
ermittelt man zweckméfig mittels der Forderung f(1) = 1. Es folgt daher [23] S.51ff.], [16] 6.1] das

Korollar (SCHWARZ-CHRISTOFFEL Transformation von |w| < 1 auf das Einheitsquadrat).
Die eindeutig festgelegte konforme Abbildung von |w| < 1 auf das Innere des Einheitsquadrates ist

mit der Setzung D™' = fol d¢/«/1+¢* (= 1,0787052) dber elliptische Funktionen gegeben durch

B B wod¢ __2(7?1
FEIw=D ) Ara T ey

Auf Grund der Biholomorphie existiert im Quadrat auch die eindeutig festgelegte inverse Abbildung

& [z arsinh (\‘7—71 w) ; —1] (2.6)

w=f"1(z) = =V=1Jsn[z €sliarsinh (V-1);-1]; —1] (2.7)

Néhert man sich vom Inneren des Quadrates her seiner Berandung, so bleibt auch dort die Win-
keltreue mit Ausnahme der Eckpunkte erhalten. Bis auf diese vier Ausnahmepunkte besitzt f~!(2)
némlich auch am Rand eine nichtverschwindende Ableitung. In den Eckpunkten gilt f~(z;)" =0
und f~1(21)"” # 0, nach den Aussagen des Satzes iiber das Verhalten einer holomorphen Funktion
in kritischen Punkten schlieft man daraus’, da® der Winkel in den Eckpunkten bei Abbildung auf
den Einheitskreis in den Bildpunkten verdoppelt wird.

Ganz allgemein sind analytische Funktionen in jenen Punkten, in denen sie konform sind,
zumindest in einer Umgebung um diese Punkte lokal umkehrbar und die dort existierenden Ablei-
tungen dieser beiden Abbildungen zueinander reziprok [5l S.360], sodaf mit der Ableitung von
auch die Werte der Ableitung der Transformation des Quadrates auf den Kreis (mit Ausnahme der
Eckpunkte) unmittelbar berechnet werden konnen. Dieser Umstand ist deshalb von Bedeutung, weil
die Ableitungen im Zuge einer spéteren Simulation verwendet werden und bereitzustellen sind.

Implementiert werden diese beiden Abbildungen und deren Ableitungen® in Mathematica durch

kq[w_]:=-(2%(-1)/4/E11lipticK[1/2])*E1lipticF [I*xArcSinh[(-1)¥**w],-1];
qk[z_] :=-(-1)*%JacobiSN[z*EllipticF [I*ArcSinh[(-1)'/4],-1],-1];
kgstrich[w_]:=kqgstrich[w]l=kq [w]; gkstrichl[z_]:=qkstrich[z]=qk’[z];

" Diese Schlukfolgerung ist genau genommen unzulissig, da sie nach den Voraussetzungen des Satzes nur auf
Punkte im Inneren, nicht aber auf solche auf der Berandung anwendbar ist. Durch eine mogliche analytische
Fortsetzung von f~! iiber die Berandung hinaus kénnen jedoch die vier nunmehr isolierten Singularititen als
innere Punkte eines neuen Gebietes so betrachtet werden, daff die Resultate des Satzes anwendbar werden.

8 Als Argumente sind auch zweidimensionale Arrays komplexer Zahlen, mithin das gesamte Rechengitter zuldssig.
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Abbildung 2.1: Q101,101 (vgl. [Abbildung 1.4)) nach inverser Transformation 1| auf & (links). Ein
Kreisgitter in Polarform nach Transformation (2.6 auf das Quadrat (rechts).

2.6 Die Integralgleichung von THEODORSEN

Nach der Ermittlung der konformen Abbildung des Quadrates auf den Kreis gehen wir an die
Betrachtung der Abbildung & +— &. Die Theorie stellt dazu einige konstruktive Verfahren zur
Verfligung, die Grundidee besteht im Aufsuchen der sogenannten Rédnderzuordnungsfunktion, eine
eindimensionale reelle Aufgabenstellung, die den Winkel ¢ am Einheitskreis mit dem Winkel 6(¢p)
am Gebiet in funktionalen Zusammenhang zu stellen trachtet. Dabei ist es auf Grund der Bijektivitat
natiirlich unerheblich, in welche Richtung die Rdnderzuordnung hergestellt wird, ¢(6) vom Abschluf
des Gebietes & auf den Kreis fiihrt auf lineare Integralgleichungen, wihrend 6(¢) vom Kreis auf
das Gebiet in nichtlinearen Hauptwertintegralgleichungen resultiert.

Da wir vom Quadrat kommend am Einheitskreis operieren, wollen wir aus Griinden der Be-
quemlichkeit die Ridnderzuordnung 6(p) aufsuchen. Die Berandung des Gebietes ist dabei jedoch
gewissen Einschrénkungen unterworfen, die Einfluf nehmen auf Existenz und Eindeutigkeit der
Losung. Sollten diese Voraussetzungen verletzt sein, so ist zur Konstruktion der Abbildung auf al-
ternative Verfahren auszuweichen. Eine Ubersicht iiber solche findet man in GAIER [I5], an dem
sich auch dieser Abschnitt orientiert.

Gleichung (2.2)) gibt zundchst Anla® dazu, reelle Funktionen der Form

KU =10 =g [ f@)eot 25 a0 (2.8

2w Joaw)

niher zu studieren. Dabei sei f eine stetige, 2m-periodische Funktion und die Stelle ¢ = 4 fiihrt bei
der Auswertung des Integrals auf ein Hauptwertintegral. Die ebenfalls 27-periodische Funktion f*
wird als die zu f konjugierte Funktion bezeichnet und der offensichtlich lineare Konjugiertenoperator
K : f— f* besitzt fiir f € £,(0,27) im Falle p = 2 folgende Eigenschaften?:

9 L5(0,27) bezeichne wie iiblich den Funktionenraum der 27-periodischen, reellwertigen Funktionen, der vermége

x 1/ N
Hpr = (% 02 f(f)|p df) g normiert ist.
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e Hat die Fouriersche Reihe von f die Gestalt

flp) = %0 + ) (an cosngp + by, sinnp), (2.9)
n=1

dann erhélt man als Fourier-Entwicklung von f* = KC[f]

o) = i(an sin ny — by, cosnp), (2.10)
n=1

die Relation der Fourier-Koeflizienten rechtfertigt demnach die Bezeichnung fiir f*.

e Mit f ist auch f* aus £2(0,27) und es gilt!”
Ll < MIflly Y € £2(0,2m)

e Sind f, f’ € £L2(0,27) und ist f absolut stetig!!, so gelten diese Eigenschaften auch fiir K [f]
und nach dem Lemma von SEIDEL ist

o ~<[ac)

Insbesondere erhilt man iiber konjugierte Funktionen einen Zusammenhang zwischen Real- und
Imaginérteil einer in |w| < 1 reguléren und in |w| < 1 stetigen, komplexen Funktion ¢ = f(w) =
&(u,v) + in(u,v) auf der Peripherie des Einheitskreises. Der Imaginérteil H () := n(cos p,sinp) =
Cx

S [ f (ew)] gestattet dann ndmlich — wieder ist fiir ¢ = ¢ der Cauchysche Hauptwert zu bilden —
mit Hilfe des Realteiles Z(¢) := £(cos ¢, sinp) = R [f(e*#)] eine Integraldarstellung der Form

2m

H(p) = 1(0,0) + — / =(9) cot £ 5 Y v, (2.11)

woraus man ersieht, daf es sich bei Z*(p) = H(¢) — 1n(0,0) um die zu Z(¢) konjugierte Funktion
am Einheitskreis handelt.

Sei nun € eine beziiglich des Ursprunges (; = 0 der (-Ebene sternférmige Jordankurve und
(p(0),0) ihre Darstellung in Polarkoordinaten. Dabei definieren wir die Sternférmigkeit eines von
einer geschlossenen Kurve berandeten Gebietes & der komplexen Zahlenebene beziiglich eines Punk-
tes (p aus dem Inneren von € durch die Forderung

CGo+tl—C)e®, vielo1), Vi ee.

Die Sternférmigkeit von & beziiglich des Ursprungs ist eine fiir die Existenz und Eindeutigkeit der
Rénderzuordnungsfunktion notwendige Einschrankung. Sie bedeutet anschaulich, daft jeder Rand-
punkt é von € derart mit dem Ursprung geradlinig verbindbar ist, daf dann auch die gesamte
Verbindungsstrecke zur Génze (mit Ausnahme des Punktes ¢ selbst) in & liegen mu.

Gesucht ist nun die konforme Abbildung ¢ = f(w) vom Inneren des Einheitskreises |w| < 1
auf &, die hinsichtlich ihrer Eindeutigkeit durch die Forderungen f(0) = 0 und f/(0) > 0 mit
Normierungsvorschriften versehen wird. Die Funktion f(w) ist auf |w| < 1 stetig und bildet den

Einheitskreis bijektiv auf das abgeschlossene Gebiet & ab. Dabei entspricht jedem Randpunkt

10 Diese Eigenschaft der Normkontraktion folgt aus der fiir jedes f giiltigen Parsevalschen Identitét,

2 2
FJoT @ dE = 43700 (af +62) = D+ L[5S (O) d.
1 f heift auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] absolut stetig, wenn
Ve>0 36§>0: VneEN Var <bi<aa<by<:---<an<bp€la,b]:
i (bi —ai) <6 = 320 [f(bi) — f(ai)| <e.
Sowohl stetige Differenzierbarkeit als auch Lipschitz-Stetigkeit von f sind hinreichend fiir absolute Stetigkeit.
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e ein Bildpunkt p(6)e?. Zur Herleitung der Gleichung fiir die Rinderzuordnungsfunktion 6(y)
betrachten wir die Hilfsfunktion

F(w)=In % = &(u,v) + in(u,v). (2.12)
F(w) ist analytisch in & und stetig auf &, die Identitét fiir den komplexen Logarithmus fiihrt auf
flw) _ . :
In—— =In|f(w)| — In|w| +iarg(f(w)) — i arg(w), (2.13)
w

woraus man am Rand von & bei Verwendung von Polarkoordinaten sofort

E(p) = &(cos p,sinp) = In p(6(p)),
H{(p) = n(cos p,sing) = 0(p) — ¢
folgert. Nun ist aber nach H(p) —n(0,0) die zu Z(yp) konjugierte Funktion und da nach

Voraussetzung 7(0,0) = 0 gilt, erhdlt man die gesuchte Integralgleichung zur Ermittlung der Ran-
derzuordnungsfunktion 6(y) durch

1 2T

0(p) = ¢+ — In p(0(9)) cot Z
21 Jo (aw)

dd = ¢ + K [np(0)] (). (2.14)

Die nach THEODORSEN benannte Gleichung ist nichtlinear und singulér, an der Stelle ¥ = ¢
ist der Cauchysche Hauptwert zu ermitteln. Daf die Theodorsensche Integralgleichung mindestens
eine Losung besitzt, kann aus dem Riemannschen Abbildungssatz geschlossen werden. Zur Sicher-
stellung der Eindeutigkeit einer solchen Lésung mufs noch eine zusétzliche Forderung an die Beran-
dung, die sogenannte e-Bedingung, gestellt werden'?, die dann zusammen mit der Sternférmigkeit
des Gebietes fiir den Fall 0 < ¢ < 1 als Kreisndhe bezeichnet wird. Damit [I5, S.66, Satz 1.3| gilt

Satz (Existenz und Eindeutigkeit der Losung der THEODORSENschen Integralgleichung).
Erfillt € eine e-Bedingung mit € < 1, so hat Gleichung genau eine stetige Losung.

Ist die Rénderzuordnungsfunktion 6(y) gefunden, so bieten sich zur Fortsetzung ins Innere des
Einheitskreises mehrere Moglichkeiten. Fiir die Fourier-Entwicklungen der konjugierten Funktionen

Z(¢) und H(p) gilt nach (2.9) und (2.10) zunéchst

E(p) = % + Z ay, cos ko + by sin ke und H(p) = Z agsinky — b cosky,  (2.15)
k=1 k=1

mit den Fourier-Koeflizienten

ay = 7/0 ﬂlnp(e(T))COS(kT)dT und b, = 7/0 7Thflp(t?(T)) sin(kT)dr.

m s

Der Umstand der Regularitit'® der im Inneren des Einheitskreises gesuchten Hilfsfunktion aus
bedingt nun, daf es sich bei Real- und Imaginérteil von F(z) um harmonische Funktionen
&(r, ) und 7n(r, ¢) handeln muf. Damit hat man ein DIRICHLETsches Randwertproblem mit den
Funktionen aus als vorzuschreibende Randbedingungen vorliegen,

ANE(ryp) = An(r,e) =0;  &(1,p) =Z(p),  n(l,p) = H(p).

Der Losungsweg fiihrt iiber den Separationsansatz auf eine Differentialgleichung vom EULERschen
Typ [7, S.1167f.] und erbringt

o0

Eryp) ==+ rF(apcoskp +bpsinke), n(r,e) = Z % (ay, sin kg — by, cos k) .
k=1 k=1

12 Eine beziiglich des Ursprunges sternférmige Jordankurve € erfiillt eine e-Bedingung, wenn p(6) in [0, 27] absolut

stetig ist und weiters |o(0)| = ”:((99)) ‘ < ¢ fiir fast alle 6 € [0, 27] gilt.
13 Der Ursprung gibt nach Anwendung der Regel von MaRrRQuis DE L'HosPITAL keinen AnlaR zur Sorge, da nach

Voraussetzung f’(0) > 0 ist.
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Ruft man sich in Erinnerung, daf es sich bei diesen beiden Losungsfunktionen um den Real- bzw.
Imaginérteil der in (2.12)) eingefiihrten Hilfsfunktion F'(w) handelt, so ergibt sich nach entsprechen-
der Umformung das Bild eines Punktes w = re®® mit |w| < 1 in Polardarstellung zu

f(re'?) = rexp{a;+;rk(akcosk<p+bksinkgp)}

X exp {z

In dieser Gleichung stellt der erste Faktor das Bild p(6) des Radiusvektors r dar, wohingegen man
den Ausdruck in der eckigen Klammer als Bildwinkel 6(¢) identifiziert. Die kartesische Darstellung
findet man nach kurzem Rechengang, es ist 7, S.1303]

©+ Zrk(ak sin ko — by, cos kap)} } =pe'.
k=1

¢ = f(w) =wexp %) + Z(ak — ibk)wk] . (2.16)
k=1

Alternativ dazu 14t sich die gesuchte Abbildung f(w) in & mit der SCHWARZschen Formel (2.1)
darstellen, es gilt nach [I5, S.65, (1.9)]

eil? +w :|

27
¢ = fw) = wexp [;ﬁ | moenS (2.17)

—w

Auch eine direkte Auswertung mittels CAUCHYscher Integralformel ist moglich, setzt man darin die
Integrationsvariable am Einheitskreis unimodular an mit w = €*?, so wird de?’ = ie*?d und mit
(2.13) gelangt man bei bekannter Rinderzuordnung 6(y) zu

¢ = f(w) =wexp {;ﬂ/o i lnp(ﬁ(li))_—;i(igﬁ) —9) dﬂ} . (2.18)

Die reichlich theoretischen Aussagen dieses Kapitels sollen als eine Zusammenstellung der fiir
die konforme Abbildung benétigten Formeln fungieren, sie lassen sich fiir unsere Zwecke wie folgt
zusammenfassen. Zunéchst ist festzuhalten, daf die konforme Abbildung von 9, ,, auf den Ein-
heitskreis Mathematica durch Verwendung elliptischer Funktionen (namentlich der JACOBIschen
elliptischen Funktion Sinus Amplitudinis und des unvollstiandigen elliptischen Integrals erster Art)
vor keinerlei Probleme stellt, und zwar weder hinsichtlich Auswertungsgeschwindigkeit noch was die
(beliebig vorgebbare) Genauigkeit anlangt. Dies gilt auch fiir die Ableitungen dieser Funktionen.

Fiir die weitere Abbildung des Einheitskreises auf ein allgemeines Gebiet muft die Rénderzu-
ordnungsfunktion durch Losen der Theodorsengleichung moglichst genau bereitgestellt wer-
den. Bei Kreisndhe und hinreichenden Glattheitseigenschaften der Berandung ist dabei die Fourier-
Entwicklung von In p(6(¢)) das Mittel der Wahl, da bei Implementierung iiber dariiberhinaus
auch sofort die Ableitungen der Funktion auswertbar sind. Bei nur stiickweise glatter Randkurve
oder Verletzung der Kreisndhe fiihrt die Verwendung der Fourier-Koeffizienten zu keinem zufrie-
denstellenden Ergebnis mehr, wurde die Rdnderzuordnungsfunktion auf andere Weise berechnet (in
etwa wird die Abbildung Kreis auf Quadrat durch kontinuierliche Fixpunktiteration
des Hauptwertintegrals in Angriff genommen), so kann man fiir die Auswertungen auf Formel
oder zuriickgreifen. Die Vorgehensweise dazu wird in Abschnitt dargelegt.

Den praktischen Aspekten der Konstruktion der Abbildung widmet sich das néchste Kapitel.



Kapitel 3

Praxis der konformen Abbildung

It is generally preferable to keep the singularity and deal with it correctly
Rather than disguise it and hope for the best... [28§]

Die Literatur zur numerischen Behandlung der konformen Abbildung ist wie die Zahl der zur Ver-
fiigung stehenden Verfahren mannigfaltig. Es soll hier weniger der Versuch unternommen werden,
einen Uberblick iiber die Methoden zu geben, sondern vielmehr an Hand dreier ausgewihlter Bei-
spiele demonstriert werden, wie unter Zuhilfenahme von Mathematica die Fixpunktiteration und
das Verfahren von NEWTON dergestalt implementiert werden kénnen, daf daraus eine hochgenaue
Approximation der Randerzuordnungsfunktion und damit der gesuchten konformen Abbildung so-
wie deren Ableitungen resultiert. Eine moglichst hohe Genauigkeit ist deshalb notwendig, weil zu
spaterem Zeitpunkt die Ableitungen der konformen Abbildung als metrische Gréfen in die Si-
mulationsmodelle einfliefsen werden und in diesem Umstand die Hauptfehlerquelle der Simulation
begriindet liegt. Somit steht und fallt die Gesamtsimulation mit der Giite dieser Naherung.

Es ist naheliegend, die Implementierung der Iteration der Theodorsengleichung mit einem
Standardproblem anzugehen, bei dem die exakte Abbildung zu Vergleichszwecken bekannt ist. Ein
solches liegt in Form der am Einheitskreis gespiegelten Ellipse vor, Rédnderzuordnungsfunktion und
konforme Abbildung sind fiir diesen Fall in geschlossener Form verfiigbar.

Des weiteren bietet sich die numerische Konstruktion der inversen Abbildung vom Kreis auf das
Einheitsquadrat an: Hier ist zum einen die exakte Transformation ebenfalls bekannt, zweitens kann
damit die Vorgehensweise zur Konstruktion von Polygonabbildungen bzw. von Gebieten mit Ecken
demonstriert werden und schliefslich 188t sich dadurch ein pathologisches Szenario entwickeln, in
dem an Stelle der direkten Simulation am Quadrat aus der Einheitskreis als Normalgebiet
zwischengeschaltet wird, von dem aus auf ein kreisnahes Gebiet mit e-Bedingung weiter abgebildet
wird. Durch eine solche Vorgehensweise wird der Fehler der noch durchzufiihrenden Simulation

einem Vergleich mit den Ergebnissen aus zuganglich.

Als drittes Gebiet wird eine beziiglich der n-Achse symmetrische Teilmenge betrachtet und
deren Gestalt mit Hinblick auf die e-Bedingung variiert. Die Berandung p(0) wird zur Erzielung
der notwendigen Glattheitseigenschaften durch FOURIER- bzw. HERMITE-Interpolation vorgegeben
und daraus iiber die Rénderzuordnungsfunktion die konforme Abbildung konstruiert. Auf diesem
Gebiet soll dann im abschliefenden Kapitel eine realistische, dreidimensionale Simulationsstudie
mit dem Einheitsquadrat als Tragergeometrie durchgefiihrt werden.

Mathematica ist auch hinsichtlich der Evaluierung nichtlinearer singularer Integrale ein iiberaus
leistungsfahiges Werkzeug, das allerdings dem Benutzer in Bezug auf die Einstellung von Optionen
und Methoden (Auswahl der geeigneten Integrationsroutine, Feinjustierung der anzugebenden Pa-
rameter und dhnliches mehr) einiges an Erfahrung abverlangt. Diese Leistungsfihigkeit fiihrt zur
Erkenntnis, dafi bei den Iterationsvorschriften zur Gewinnung der Randerzuordnungsfunktion —
abseits der klassischen Fourier-Entwicklung — der Konjugiertenoperator K [f] auch durch direkte
Auswertung, wenn auch nicht immer mit vertretbarem zeitlichen Aufwand, gewonnen werden kann.

29
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3.1 Numerische Behandlung der Gleichung von THEODORSEN

Zeitlos und grundlegend ist die Arbeit von GAIER [15], HUBNER [2I] entwickelt in seiner Publikation
aus dem Jahre 1983 ein Verfahren, das als eine Verallgemeinerung des NEWTONschen Verfahrens fiir
die gesuchte Losungsfunktion der Theodorsengleichung verstanden werden kann und RICHARDSON
[28] demonstriert 2004, wie mit Mathematica das Abbildungsproblem mit grofer Genauigkeit in den
Griff zu bekommen ist. Auch das Werk von KYTHE [23] soll hier noch Erwahnung finden.

3.1.1 Die Methode der sukzessiven Approximation

Versucht man, die Theodorsensche Integralgleichung (2.14) durch Fixpunktiteration anzugehen,
so ist zundchst zu beachten, daf es sich bei dem gesuchten ,Fixpunkt® 6(p) um eine monoton
wachsende, reelle Funktion handelt und somit eine funktionale Fixpunktgleichung in der Form

=1+ Kllnp(@)] =F(@O)

vorliegt. Dabei werde mit ¢(p) = ¢ die identische Funktion bezeichnet und die Bildungsvorschrift
zur Fixpunktiteration erhélt mit einer geeigneten Startfunktion 6y die Gestalt

Ont1=F(0n), n=0,1,2,...,

wobei man — sofern keine bessere Alternative als Startfunktion zur Verfliigung steht — das Ver-
fahren mit 6y = ¢ starten kann. Unter der Annahme, daff auf dem Gebiet keine weiteren Sym-
metrien vorliegen, bieten sich bei Unterteilung des Einheitskreises in 2N dquidistante Stiitzstellen
pj = %73' =0,...2N — 1, zur Implementierung nun zwei Varianten:

e Nach trigonometrischer Interpolation von In p(6,,) an den 2N Stellen ¢y, ist K [In p(6,,)] durch
unmittelbar berechenbar. Damit kann sofort auch 6,,1(¢) als kontinuierliche Funktion
gebildet werden und das Verfahren lauft. Die diskrete Fourier-Interpolation vom Grad N
bietet sich deshalb an, weil mit p(#) auch In p(6(p)) 2m-periodisch ist, zu beachten ist, daff bei
einer geraden Anzahl von dquidistanten Stiitzstellen der Koeffizient by verschwindet, also

N-1
¢} . . a
Inp(0(p)) ~ =24 E (ajcosjp + b;sinjo) + N cos No.
2 = 2

e Lifst man das Hauptwertintegral in von Mathematica direkt an den Stiitzstellen ¢y
berechnen?, so muf das Ergebnis noch mit einer geeigneten Routine interpoliert werden, um zu
einer kontinuierlichen Funktion und damit zur néchsten Iterierten 6,.1(p) zu gelangen. Vom
Modul Interpolation[] werden allerdings nur Spline- und Hermite-Interpolation (beliebigen
Grades) angeboten, wobei nur letztere eine Option zur periodischen Interpolation bietet.

Die direkte Auswertung zeichnet sich vor allem durch eine hohe, iiber NIntegrate [] steuerbare Ge-
nauigkeit aus. Eine anschliefende Verwendung der Funktion Fit[] kann zur Interpolation ebenfalls
in Erwigung gezogen werden, weil sie die Angabe von Basisfunktionen unterstiitzt, mit Hilfe derer
ein Kleinstquadrateausgleich bewerkstelligt wird. Fiir den Fall, daf die Anzahl der Stiitzstellen mit
jener der Basisfunktionen iibereinstimmt, fithrt dies ndmlich auf eine gewthnliche interpolierende
Funktion zuriick. Damit kann auch die trigonometrische Interpolation implementiert werden.

Nun stellt sich aber heraus, daf die angefiihrten Interpolationsroutinen hinsichtlich der Ge-
nauigkeit insofern limitiert sind, als die Koeflizienten der Interpolierenden von Mathematica intern
mit $MachinePrecision (das sind im allgemeinen 16 Nachkommastellen) beschrinkt werden. Um
diesen Sachverhalt zu umgehen, verwenden wir wo irgend moglich zur Interpolation von Funk-
tionen die Routine LinearModelFit[], die analog zur numerischen Integration die Angabe einer
WorkingPrecision per Option gestattet, mit Hilfe derer die Koeffizienten der Interpolierenden dann
mit der entsprechenden Genauigkeit zur Verfiigung gestellt werden kénnen.

! NIntegrate[Log[r [thetaneu[y]l1]1*Cot [ (phi_k-y)/2],{y,0,phi_k,2Pi},MaxPoints—mp,MinRecursion—mn,
MaxRecursion—mx,WorkingPrecision—w,Method—"PrincipalValue",AccuracyGoal—a,PrecisionGoal—p]
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3.1.2 Das verallgemeinerte Newtonverfahren

Vom NEwWTONschen Verfahren zur Nullstellensuche reeller Funktionen ist bekannt, daft im Falle der
Konvergenz diese quadratisch ist. Da fiir das oben besprochene Verfahren der sukzessiven Approxi-
mation nur lineare Konvergenzordnung vorliegt, ware eine Erweiterung der klassischen Newtonite-
ration auf Funktionen, um damit die Theodorsengleichung behandeln zu kénnen, aus numerischer
Sicht iiberaus interessant. Um Gleichung als funktionales Nullstellenproblem umzuformulie-
ren, wird dazu die Funktion ¢(¢) = () — ¢ eingefiihrt, sodaf daraus mit ¢ = K [In p(¢p + ¢)]

F(W) =¢=K[np(y+)] =0

resultiert [23] S.235]. Rein formal lautet dann die Bildungsvorschrift eines Iterationsschrittes

¢n+1 :qzbn* [-7:/(1/%)}71}—(1/%), n:071327"'a

wobei die 1, diesmal periodisch mit 27 sind und die Iteration mit der identisch verschwindenden
Funktion vy = 0 gestartet werden kann. Da man vom Newtonverfahren jedoch weif$, daff ihm nahe an
der Nullstelle gelegene Startwerte sehr entgegenkommen, wird man bei gegebenenfalls auftretenden
Konvergenzproblemen eine Enditeration aus der Fixpunktiteration als Startfunktion heranziehen.

Die Natur des Operators F liegt dabei noch vollig im Dunkeln, HOBNER untersucht ihn in [21],
bedient sich dabei zur Darstellung von F’ der FRECHET-Ableitung und zeigt, daf der dazu inver-
se Operator durch Losen eines RIEMANN-HILBERTschen Problems gewonnen und in geschlossener
Form dargestellt werden kann. Bei Vorliegen eines sternférmigen Gebietes und unter der Voraus-
setzung, dal o’ (mit o = p’'/p) beschrinkt und 27-periodisch ist, ferner die n-te Iterierte v, (v)
einem SOBOLEV-Raum angehort?, gibt er in [21, S.24, Theorem 4] folgende Bildungsvorschrift zur
Gewinnung von 1, 4+1(p), die das Verfahren auch in kontinuierlicher Form implementierbar macht:

Yni1 = —7sin B cos B + P cos B (IC [Fcos 56—’C[l3l] + 5') 7

wobel

o(Pnlp) +¥)
VIt+a2Wnle) +¢)

7= —no(thn + 1) +Inp(hy +1)

B(p) = arcsin

und

fozw {Fsinﬁ cos B — X8l cos BKC [Fcos ﬁe—lq,e]} } dg

fo% eXlbl cos B dy

5:

gesetzt ist. Bei Kenntnis der exakten Randerzuordnung 6(y) gilt fiir den Fehler e,, die Darstellung

en(p) = 0(p) — Un(p) — . (3.1)

Wir fiigen noch an, daf fiir das Verfahren zwar gefordert wird, dal p(6) einer e-Bedingung geniigt,
die Bedingung ¢ < 1 jedoch fallengelassen werden kann. Dies macht das HUBNERsche Verfahren
zusétzlich interessant, da damit eine grofiere Klasse von Gebieten behandelt werden kann. Fiir die
Varianten zur numerischen Auswertung des Konjugiertenoperators K gelten im iibrigen die selben
Bemerkungen wie im vorhergehenden Abschnitt zur sukzessiven Approximation.

Weiterfithrende Untersuchungen zur Konvergenz des Verfahrens finden sich bei WEGMANN [34],
wo auch alternative diskrete Verfahren vorgestellt und analysiert werden. Wie sich herausstellen
wird, erbringt eine dort etwas umformulierte Anwendung der diskreten HUBNERschen Variante die
besten Ergebnisse hinsichtlich Rechengeschwindigkeit bei hoher Approximationsgenauigkeit.

2 Gefordert wird damit die Existenz der (dann eindeutig bestimmten) schwachen Ableitung 1Z)nv0n P,
V7 € C%(0,27) 1 [77 n (9)7(9) Y = — [T b (9) 7 (9) dY.
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3.2 Iteration der gespiegelten Ellipse

Fiir die am Einheitskreis gespiegelte Ellipse (0 < p < 1) kann die Berandung mittels
p(0) = /1 — (1 —p?)cos? 0

beschrieben werden, exakte konforme Abbildung und Rénderzuordnung ergeben sich zu [I5] S.264]
2pw

=)= T T e

Fiir p = 6/10 ist max |o(6)| = 8/15 < 1, das Gebiet weist also Kreisndhe auf und auf Grund der
Glattheitseigenschaften der Berandung sind keine Probleme fiir die Iterationsverfahren zu erwarten.

und 6(p) = arctan(p tan ¢). (3.2)

Obwohl im vorliegenden Fall wegen der vorhandenen Symmetrien sdmtliche zur Konstruktion
notwendigen Informationen aus dem Intervall [0, 5] gewonnen werden kénnen, werden wir im Hin-
blick auf grofere Flexibilitdt das Intervall [0, 27| fiir die trigonometrische Interpolation zu Grunde
legen. Dies garantiert eine leichtere Adaptierbarkeit des Codes auf andere Geometrien. Sehr wohl
zu beachten und fiir eine korrekte Implementierung wesentlich ist eine sorgfaltige Untersuchung der
Symmetrien, um aus diesen Information {iber die Gestalt der Fourierkoeffizienten zu gewinnen.

Das Verfahren der sukzessiven Approximation schwingt sich bei RICHARDSON [28, S.470] bei ei-
nem Fehler von ca. 2.1078 ein. Er wertet dabei den Konjugiertenoperator direkt mittels NIntegrate
an den 20 Stiitzstellen aus und interpoliert anschliefend per Fit mit trigonometrischen Polynomen
der Form sin 2k — da es sich bei In p(6(y)) um eine gerade Funktion handelt, resultiert ndmlich
aus der Konjugierten eine reine Sinus-Reihe, durch die Schiefsymmetrie beziiglich 7/2 verschwinden
zudem auch die ungeraden Summanden.

Wir haben das Verfahren der sukzessiven Approximation mit 2n = 256 Stiitzstellen (aus den
bereits erwidhnten Argumenten hinsichtlich der Genauigkeit mittels der Routine LinearModelFit)
durch direkte Entwicklung von In p(6(¢)) in eine Cosinus-Reihe > cos 2k¢ implementiert, die Kon-
jugierte errechnet sich dann fiir jedes ¢ € [0,27] ohne nennenswerten Rechenaufwand aus (2.10)).
Das Verfahren konvergiert dabei relativ langsam (ein Iterationsschritt erbringt eine Halbierung des

Fehlers), nach 100 Iterationen gelangt man in die Region 5.1073%, vgl. [Abbildung 3.1} Darunter
angefiihrt ist der Code, der als Ausgangspunkt fiir die weiteren Implementierungen dient.

0.00010

0.00005

000005

000010

0 — 610 0 — 050 0 — 075 0 — 6100

Abbildung 3.1: Der Fehler bei Iteration der Rdnderzuordnung mittels sukzessiver Approximation.

p=6/10;zn=256;n=zn/2;r [phi_]=Sqrt [1- (1-p?)Cos [phil?] ;1nR [phi_l=Log[r [phil]

niter=100;basis=Table[Cos[2m*phi] ,m,0,zn/4] ;thetaneu[phi_]=phi;

Do [
1nRv=Table[phi,lnR[thetaneu[phil],phi,0,2Pi-Pi/n,Pi/n];
1mfit1nR=LinearMode1Fit[lnRv,basis,phi,WOrkingPrecision—ASO];
1nRapprox [phi_]=1mfitlnR["BestFit", WorkingPrecision—80];
anbeta=Coefficient [1nRapprox[phi],Table[Cos [m*phi] ,{m,1,n}]1];
klnRtrigapprox[phi_J]=Sum[anbetal[[j]l]*Sin[j*phil,{j,1,n}];
thetaneu[phi_]=phi+klnRtrigapprox[phi], {i,1,niter} ]
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Vergleicht man das Verfahren der sukzessiven Approximation mit dem NEwTONschen Verfahren,
so wird der dabei entstehende Mehraufwand und die Fehleranfilligkeit bei Implementierung durch
eine rasante Konvergenzgeschwindigkeit mehr als ausgeglichen. Die zur Lauffihigkeit einer Iterati-
onsschleife notwendigen Schritte seien nachfolgend kurz zusammengestellt, sie lauten (vgl.
fiir die gespiegelte Ellipse mit N = 2n Stiitzstellen ¢ = %’T, k=0,...N—1:

e An den Stiitzstellen werden zunichst die Werte 5(py) berechnet und festgestellt, daf es sich
bei 8 um eine beziiglich des Ursprunges und 7/2 ungerade Funktion handelt. Man verwen-
det daher zur Interpolation von S die Routine LinearModelFit mit den Basisfunktionen

{Sin 2kp,k=1,...5 — 1} fiir das trigonometrische Interpolationspolynom vom Grad n,
n/2-1
Blp) = > boysin2kp
k=1

e Die zu 8 konjugierte Funktion ist beziiglich 0 und 7/2 gerade, sie lautet

n/2—1

K18] (¢) =~ Z —bay, cos 2k
k=1

e An den Stiitzstellen ¢ werden nun die zugehdrigen Werte 7(py,) cos B(¢x )e~181(#%) berechnet.
Man stellt fest, daf es sich hier wieder um eine beziiglich 0 und 7/2 gerade Funktion handelt:

n/2

7cos Be Pl () ~ Z doy; cos 2kp
k=0

e Damit ergibt sich die ungerade Naherungsfunktion

n/2—1

K FcosBe*’qﬂ]} (p) =~ Z Gok sin 2kp
k=1

e Durch NIntegrate lidfst man sich bestdtigen, da C=0 gilt

e ;11(p) nun direkt zu bilden wiirde nach sich ziehen, daf in jedem Iterationsschritt auf sdmt-
liche Fourier-Entwicklungen der vorangegangenen Schleifen zuriickgegriffen wird und das Ver-
fahren sofort extrem langsam werden wiirde. Um dies zu umgehen ist es wesentlich, abschlie-
Rend eine trigonometrische Interpolation der Werte ;11 (¢ ) durchfithren zu lassen. Wie man
leicht einsieht, sind die Funktionen ;(p) beziiglich 0 und 7/2 stets ungerade Funktionen.

5
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Abbildung 3.2: Durch Visualisierung der am NEWTONschen Verfahren beteiligten Funktionen ge-
winnt man Aufschluf dariiber, wie die trigonometrischen Interpolationspolynome anzusetzen sind.
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Abbildung 3.3: Die Konvergenz des NEWTONschen Verfahrens, implementiert nach HUBNER, ist im
Fall der gespiegelten Ellipse von bestechender Geschwindigkeit. Bei 2n = 1024 am FEinheitskreis
verwendeten Stiitzstellen fiihrt sie bereits nach sieben Iterationen bei einer Rechenzeit von etwa
15min in die Gegend der vorgegebenen WorkingPrecision (100), der Fehler liegt bei 5.10792,

Damit ist die Ermittlung der Rédnderzuordnungsfunktion gelost. Die Verwendung von 2n = 256
Stiitzstellen fiihrt nach fiinf Iterationsschritten auf einem Standard-Notebook? in 20s zu einem Feh-
ler in der Gréfenordnung 2.10726, die ersten beiden Ableitungen sind auf 2.10724 bzw. 2.10722
genau. Mit Kenntnis der Réanderzuordnungsfunktion 6(¢) errechnen sich dann die Bilder der Peri-
pherie des Einheitskreises aus f(w) = p(f(arg[w])) e?@sl“D  zur Berechnung der inneren Punkte
wurde die SCHWARZsche Integralformel herangezogen und die gesuchte konforme Abbildung

vom Quadrat auf die gespiegelte Ellipse erhalt man durch Komposition mit (2.7)), vgl. |Abbildung 3.4

Abbildung 3.4: Konforme Abbildung von £191,101 {iber den Einheitskreis auf die gespiegelte Ellipse
mit p = 0.6 bei Verwendung von N = 2n = 256 Stiitzstellen ¢ (links) und Absolutbetrige der
Fehler (rechts). Die Fehlermaxima werden am Rand angenommen.

3 Toshiba Técra Z50-E / Intel Core i5-8250U / 8 GB DDR4-RAM 2400Mhz
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3.3 Numerische Losung der Quadratabbildung

Der Rand des Einheitsquadrates kann auf [—7, 7] durch
p(8) = sec(6)

parametrisiert werden, wobei wegen der Symmetrien sdmtliche Informationen der konformen Ab-
bildung vom Kreis auf das Einheitsquadrat aus dem Intervall [0, 7] gewonnen werden kénnen. Die
zum Vergleich mit der mit Mathematica errechneten Néherungslosung bendétigte exakte konforme
Abbildung sowie die Rénderzuordnungsfunktion lauten mit bzw. [15 S.265]

4/ ¢ . 3 si 1
¢=f(w)= _QQ\E/T €y [iarsinh (V-1 w);—1] und 6(yp) = arctan f[arcsmc(zfsm ©); 5] .
k;% k;%

Zur Behandlung der Theodorsenschen Integralgleichung bei Vorliegen eines Gebietes, dessen Be-
randung Ecken aufweist, ist zu erwarten, daff die Verwendung trigonometrischer Polynome zur
Entwicklung von In p(6(¢p)) fiir eine moglichst genaue Bestimmung der Randerzuordnungsfunktion
auf Grund der vorliegenden Sprungstellen von p’(#) keine geeignete Vorgehensweise darstellt. Hin-
sichtlich der in erwahnten Untersuchung der Ableitung solcher Funktionen am Rand
kann aber zunéchst Folgendes festgestellt werden [3, S.22]:

Satz (Darstellung von Funktionen mit Ecken).

Wird das Gebiet & von einer Kurve € mit Ecken in (; = f(w;) und zugehorigen Innenwinkeln a;m
dergestalt berandet, daf$ deren Parametrisierung stiickweise einer Lipschitzbedingung gentigt, so gilt
mit g(w) # 0 und stetig in €

f(w) = T(w —wi)* ' g(w).

%

Man vergleiche dazu auch die in Abschnitt (12.2) in [23, S.327, Theorem (12.2.1)] angegebenen
asymptotischen Entwicklungen. Fiir die Ableitung der Radnderzuordnungsfunktion in einem Eck-
punkt ¢; = f(e*¥?) gilt nach [3 S.38] die Darstellung

1A (p),

und da es sich bei 6'(¢) im gegenstandlichen Fall um eine gerade Funktion handelt ergibt es Sinn,
6" im Intervall [— ] in der Form

2 -3
T 2 "
0'(¢) = <16 - «p2> > agng®
n=0

anzusetzen. Auf die Gestalt von 0(¢) kann man dann durch partielle Integration schliefen. Einen
Code zur sukzessiven Approximation gibt RICHARDSON in [28, S.471ff.], wobei die Berechnung
des Konjugiertenoperators durch direkte Auswertung des Integrals an nur 8 Stiitzstellen erfolgt und
dann laut obigem mit Basisfunktionen

2 2 27L2—1
n—1 (T 2 ™ 2
(e (2-8). o))

interpoliert wird. Der Fehler zur exakten Losung bewegt sich dabei in der Gréfenordnung 1077, das
Verfahren beginnt nach etwa 50 Iterationsschritten zu stagnieren. Ausgehend von dieser Losung ist
es uns gelungen, unter Verwendung des von RICHARDSON angegebenen Programmes die Genauigkeit
weiter zu verbessern, sodaf sich der Fehler nunmehr in der Gegend 10~ bewegt. Dazu verwendet
haben wir unter Hinzunahme der Stammfunktion von 1/4/72/16 — ¢? Basisfunktionen der Form

2n—1
2 4 2 = 4
T _ ©? ) arcsin® ! had , T _ ©? arcsin [ -2 | V.
16 T 16 T

0' (@) = | — @i

T T
47 4
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Fehler 6 nach 60 Iterationen, RICHARDSON Fehler 6’ nach 60 Iterationen auf
[~ +107%, F—107%], RICHARDSON
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Fehler 6 nach 40 Nachiterationen mit neuen Fehler 6’ nach 40 Nachiterationen auf
Basisfunktionen [—F+107%, T—107*], neue Basisfunktionen

Abbildung 3.5: Untersuchung der Rénderzuordnung 6(y) auf [~7, 7] zur Abbildung &€ — Q.



KAPITEL 3. PRAXIS DER KONFORMEN ABBILDUNG 37

Wir stellen fest, dafs auch in diesem Fall die Iterationen nach etwa 40 Schritten keine weiteren
Verbesserungen mehr erbringen und dafs einige mit dem Newtonverfahren durchgefiihrte Versuche
auf Grund des Umstandes, daf die dort zu bildenden Hilfsfunktionen durchwegs singuléres Verhalten
aufweisen, keine verwertbaren Ergebnisse liefern.

Die Néherung fiir 6 ist auf dem gesamten Intervall [—7, 7] giiltig. Was die Approximation der

Ableitung 0'(p) betrifft, wird der Fehler bei einer Anniherung an die Intervallgrenzen +7/4 bei
RICHARDSON unbrauchbar grof, wobei er sich auf dem Intervall [—75+107#, T—10~*] in einer zufrie-
denstellenden Grofenordnung von 1076 bewegt. Dies ist insofern von Bedeutung, als 6 bei einer
spateren Simulation bendtigt wird. Durch Verwendung der neuen Basisfunktionen kann diesbeziig-
lich erreicht werden, daf sich der Fehler der Ableitung auch bei Anndherung an die Intervallgrenzen
zufriedenstellend verhélt: Im Intervall [~ +1079, T —107°] bewegt er sich bei maximal 1076.

Wir wollen in weiterer Folge das Rechengitter £101,101 iiber Vorschrift zunéchst geschlos-
sen auf den Einheitskreis abbilden, die daraus resultierenden Gitterpunkte unter Zuhilfenahme der
numerisch konstruierten Rénderzuordnungsfunktion sodann wieder zuriick auf das Quadrat trans-

formieren und uns in nach dem dabei begangenen Simulationsfehler fragen.

3.4 Abbildung auf ein rotationssymmetrisches Gebiet

Im Falle einer realistischeren Problemstellung erwéchst die Schwierigkeit, daf Rénderzuordnung
und exakte konforme Abbildung nicht in geschlossener Form zur Verfiigung stehen und somit
nicht zur Ermittlung des Fehlers herangezogen werden kann. Es kénnen aber, bei kontinuierli-
cher Implementierung, die Differenzen 0;(¢) — 6;—1(p) betrachtet werden, um Aufschluf tiber die
Konvergenz der Iterationen zu erhalten. Analog dazu kann man mit dem i-ten Iterationsvektor
GZ(k) = 0;(¢r), ¢r =T, komponentenweise den diskreten Fehlervektor ez(-k) = ng) - 02@1 bilden.

Mit N = 2n werde nachfolgend stets eine gerade Anzahl an dquidistanten Stiitzstellen am
Einheitskreis vereinbart, bei Verwendung der diskreten Fourier-Transformation ist zusétzlich zu
beachten, daff die FFT-Algorithmen sehr effizient mit N = 22 Stiitzstellen arbeiten.

3.4.1 Definition der Geometrien

Hinsichtlich der im abschliefsenden Kapitel durchzufiihrenden Simulation eines Zahnmodells soll ein
sternformiges Gebiet zu Grunde gelegt werden, das dem Querschnitt eines Zahnes nahekommt. Da
durch Rotation um die n-Achse ein dreidimensionales Modell erzeugt werden kann ist es hinreichend,
die Betrachtungen auf das abgeschlossene Intervall [Z, 37”] zu beschranken, dabei die auf [0, 27)
vorhandenen Symmetrien zu untersuchen und bei der Implementierung zu nutzen. So kann bereits
bei der Geometriebeschreibung durch trigonometrische Interpolation davon ausgegangen werden,

daf die auftretenden Cosinus-Terme sdmtlich gerade und die Sinus-Terme alle ungerade sind.

Wegen der wiinschenswerten Glattheitseigenschaften von p(6) bietet sich die Vorgabe von Rand-
punkten mit anschlieRender Fourier-Interpolation? zur Beschreibung der Berandung an. Es werden
dahingehend zwei Alternativen in Abhéngigkeit der e-Bedingung betrachtet, eine dritte Definition
soll die Méglichkeiten der periodischen Hermite-Interpolation® aufzeigen. Neben den Punktkoor-
dinaten in Polardarstellung kénnen bei dieser Art der Interpolation optional auch Ableitungen
vorgeschrieben werden, allerdings ist die Angabe einer WorkingPrecision in diesem Fall nicht
mehr moglich und die Genauigkeit wird auf $MachinePrecision beschrinkt. Tabelle listet die
verwendeten Werte, Abbildung visualisiert die Gebiete und die zugehorigen e-Bedingungen.

4 Bei 16 #quidistanten Stiitzstellen implementiert man das trigonometrische Polynom vom Grad 8 durch
basis=Union[Table[Cos[2m*phi],{m,0,4}],Table[Sin[(2m-1)*phi] ,{m,1,4}]1];
Im=LinearModelFit [geo,basis,phi,WorkingPrecision—nprec,IncludeConstantBasis—False];
r[phi_]=SetPrecision[lm["BestFit",WorkingPrecision—nprec],Infinity];

5 rfloat=Interpolation[geo,InterpolationOrder—3,PeriodicInterpolation—True,Method—"Hermite"];
r[phi_]=SetPrecision[rfloat[phi],Infinity];
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GEO1 GEO2 GEO3 (Hermite)
L0cf0.2n] [[ pi(0) [| p2(0) T pa(0) | p5(0) [ p5(0) |

0 7 6 5 5 20
/8 9 9 — - -
2m/8 9 V2 7V2 0 —30
31/8 15/2 | 15/2 — - -
4 /8 13/2 7 7 0 25
51/8 15/2 | 15/2 — - -
67/8 9 V2 V2 0 —30
/8 9 9 — — —

T 7 6 5 -5 20
97/8 11/2 5 — — -
107/8 6 5 7V2/2 3 5
117/8 8 15/2 || 10v/2/2 | 10 30
127/8 10 10 10 0 —50
137/8 8 15/2 || 10v2/2 | —10 | 30
147 /8 6 5 V2/2 | -3 5
157/8 11/2 5 — — -
27 — B 5 5 20

Tabelle 3.1: Randdefinitionen durch Vorgabe von Punkten und Ableitungen.

Geometrie 1 (Fourier)

Geometrie 2 (Fourier)

n n

AN

Geometrie 3 (Hermite)

I
|

nn

i

o)) <1

teilweise |o(0)| > 1

teilweise |o(0)| > 1

Abbildung 3.6: Punkte und Interpolierende der Randkurven (oben). Mit symmetrischem p(#) wird
o(0) in den Intervallen [0, 7] bzw. [, 27] schiefsymmetrisch beziiglich 7/2 bzw. 37/2 (unten).
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3.4.2 Die Newtonmethode von HUBNER nach WEGMANN

Wie die bei der Iteration der gespiegelten Ellipse gewonnenen Erfahrungen lehren, konvergiert das
Newtonverfahren extrem schnell und liefert eine hochgenaue Rénderzuordnungsfunktion. Leider
lassen sich diese Aussagen nicht ohne weiteres auf allgemeinere Gebiete iibertragen, bei denen die
quadratische Konvergenz héaufig im Zuge der Berechnung von einem Iterationsschritt zum néchsten
ohne ersichtlichen Grund verloren geht und im besten Falle linear und trige wird. Die Ursache
dafiir ist in der Approximationsgiite der trigonometrischen Interpolation zu finden, die involvier-
ten Hilfsfunktionen werden in gewissen Punkten zunehmend spitzer (wobei aber deren Analytizitat
dort erhalten bleibt) oder weisen lokal immer grofere Schwankungen auf, ein fiir ein trigonome-
trisches Interpolationspolynom wenig erfreulicher Umstand. Zusitzlich bedeutet der Ubergang zu
allgemeineren sternférmigen Gebieten den Verlust von Symmetrien, was sich in der Erhchung der
Anzahl nichtverschwindender Fourierkoeffizienten manifestiert und einerseits mehr Rechenaufwand,
andererseits eine grofere numerische Fehlerquelle mit sich bringt.

Zielfiithrend zur weiteren Steigerung der Genauigkeit und Senkung der Rechenzeiten ist ein Blick
auf die im Zuge der Vorstellung des Newtonverfahrens bereits erwdhnte Arbeit von WEGMANN. Er
gibt, ausgehend von einem Startvektor 8y = HSk), in [34} S.218, Abschn.6] dazu die folgende diskrete
Iterationsvorschrift®:

f (p+4q-tand)-exp(w)

0 1:0._7_
i+ [ 1‘2 r

Um die darin enthaltene Symbolik zu erértern (vektorielle Grofen sind dabei in Fettdruck gesetzt
und deren Operationen sind komponentenweise zu verstehen), wird zunichst der Konjugierten-
Operator K in seiner diskreten Form eingefiihrt, der dann als WITTICH-Operator bezeichnete diskre-
te Operator K transformiert eine vektorielle Grofie h vermdoge ihrer diskreten Fourier-Koeffizienten
nach der Vorschrift

n—1

Ky [h] = Z a; sin jo — bj cos jep,

j=1

wobei

N N
1 k . (k 1 k) a3 oo Ak
a; = Eké_ lh( )COS](P( )7 b] = ﬁ 1;21 h( )SanLP( )

Dabei ist speziell zu beachten, daft neben by und b,, auch die Koeflizienten ag und a, nicht in die
Summation einfliefsen. Neu ist dies aber lediglich fiir a,,, dieser Koeffizient wird bei der Bildung von
q bzw. v zur Halfte seine Beriicksichtigung finden. Mit diesen Vorbetrachtungen sind im i 4 1-ten
Iterationsschritt die folgenden Hilfsgrofen zu berechnen:

f=0,—¢—Kn[lnp(0;)], r=+1+40%0;), v=arctano(0;), w=Ky]v],

und weiters

f- 0'(01')

1 1
b= — (k) = “\7Y =K f— — (%)
) N,;:lv C 9T opw) P ~ld], g Ng:lq

Mit dem Verfahren von WEGMANN lassen sich auf den in diesem Abschnitt betrachteten Gebieten
die besten Ergebnisse erzielen. Wenn auch die Problematik hinsichtlich der Fourier-Approximation
damit nicht beseitigt wird, so wird man auf Grund des Ressourcen sparenden Algorithmus doch in
die Lage versetzt, die Anzahl der Stiitzstellen noch etwas weiter zu steigern und damit die Auflésung
im Bereich der Problemstellen weiter zu erh6hen. Natiirlich sind aber auch dieser Vorgehensweise,
nicht zuletzt wegen der als dquidistant vorauszusetzenden Stiitzstellen ¢y, Grenzen gesetzt.

6 Wihrend HUBNER die Differenz 1) = 6 — ¢ iteriert, formuliert WEGMANN sein Verfahren direkt fiir 6.
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3.4.3 Bemerkungen zur Implementierung

Die Verwendung einer grofen Anzahl an Stiitzstellen bedingt eine sorgfiltige Untersuchung der
beteiligten Datenstrukturen, um den verfiigharen Speicher und die Prozessorleistung mdéglichst um-
sichtig einzusetzen. Die folgenden Uberlegungen sind zur Optimierung des Codes dabei hilfreich.

Symbolisches versus numerisches Rechnen. Generell ist festzustellen, daff durch symbolisches Rech-
nen die Kalkulationen eher verlangsamt werden. Schon bei der Radiusfunktion steht man vor der
Entscheidung, in welcher Weise deren Werte bereitgestellt werden sollen. Wihrend bei der gespiegel-
ten Ellipse und beim Quadrat die Berandung in geschlossener Form vorliegt und somit symbolisch
behandelt werden kann, bietet sich wegen der Interpolation des Randes der rotationssymmetri-
schen Gebiete eher der numerische Ansatz an. Mit SetPrecision[r[phi_],p] wird die Genauig-
keit vorgegeben, wobei aus der Setzung p=Infinity eine rationale Darstellung resultiert. Durch
$MinPrecision=n kann die untere Schranke der global geforderten Prézision der Nachkommastel-
len vorgeschrieben werden — diese ist unter Beachtung der gewiinschten Resultatsgenauigkeit nicht
unnotig hoch vorzugeben, andernfalls machen sich schnell Engpésse im Arbeitsspeicher bemerkbar.
Die Werte fiir die dquidistanten ¢ am Einheitskreis werden ebenfalls in Gleitkommadarstellung
initialisiert, bei symbolischer Definition zeigt sich n&mlich, daf bei Verwendung interner Routi-
nen durchaus die Méglichkeit besteht, dafs die Genauigkeit auf $MachinePrecision zuriickfillt.
Zu Testzwecken empfiehlt sich, die Anzahl der signifikanten Nachkommastellen der Rechengréfsen
durch den Befehl Precision[expr] zu kontrollieren.

Verwendung der diskreten Fourier-Transformation. Testlaufe legen die Verwendung der Routine
Fourier[] zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten mit N = 22" Stiitzstellen am Einheitskreis
nahe. Sie liefert zu einem vorgegebenen Datensatz (0x),k = 1,...N, einen gleichdimensionalen
Satz (komplexer) Werte (cj), mit Hilfe derer ein (reelles) Naherungspolynom P, (¢, c;) konstru-
iert werden kann, das im Falle m < N eine Kleinstquadrate-Approximation und fiir m = N die
Interpolierende darstellt”. Es lautet fiir ¢, € [0, 27) und einer geraden Anzahl von Stiitzstellen

m_y

Rler) + R(eyyy)cos o 2 3
2 4+ — E R(cpr1 coskp) — I(cpasinky).
N N 2 (Cht1 ) (Cht1 ©)

Pm(% Ck) =

An die reellen Fourier-Koeffizienten gelangt man durch Anwendung des Befehles Expand [] auf Py .
Wieder ist es ratsam, die Ergebnisse der Implementierung durch Vergleich mit LinearModelFit []
abzugleichen. In beiden Féllen wird die Genauigkeit der Rechnung hinsichtlich der Nachkommastel-
len der Koeffizienten nicht durch $MachinePrecision beschrinkt®. Testweise sollten die Fourier-
Koeffizienten auch iiber die bekannten Formeln ermittelt und mit der von Mathematica durchgefithr-
ten diskreten Fourier-Transformation verglichen werden, um Implementierungsfehler auszuschliefsen.

Identifizierung mehrfach verwendeter Gréfien. Dals innerhalb eines Iterationsschrittes mehrfach ver-
wendete Grofen nur einmalig evaluiert und dann gesondert abgespeichert werden sollten ist eine
Offensichtlichkeit, dies betrifft vor allem den Vektor o(6;). Zu einer extremen Verkiirzung der Re-
chenzeiten eines Iterationsschrittes gelangt man, wenn man erkennt, daf Grofen wie sin(2mepy,), die
an der dreimaligen Auswertung des Wittich-Operators beteiligt sind, als konstante % x N-Matrizen
vorab aufserhalb der eigentlichen Iterationen berechnet werden kénnen oder noch besser extern ab-
gespeichert und eingelesen werden. Der Gewinn an Rechenzeit zieht allerdings einen in Abhéngigkeit
der Stiitzstellen mitunter drastisch hohen Bedarf an Arbeitsspeicher nach sich. Unter Beriicksich-
tigung des néchsten Optimierungspunktes wird zusétzlich noch die Senkung der Matrixdimension

auf & x (5§ +1) méglich.

7 Vgl. http://demonstrations.wolfram.com/TrigonometricFittingAndInterpolation
Fiir das reelle Interpolationspolynom und dessen Koeffizienten siehe [7), S.456f., (18.34)-(18.36)]
8 Die Anzahl n der Nachkommastellen der Fourier-Koeffizienten erzwingt man mit
Block[{$MinPrecision=n,$MaxPrecision=n},fklnR=Fourier[fvalues,FourierParameters—{0,-1}]1];
InRfourier[phi_] = Expand[poly[phi,Dimensions[fk1nR][[1]],fk1nR]1];
anlnR = Append[Coefficient[1nRfourier[phil,Table[Cos[2*m*phi],{m,1,npunkte/2-1}]],0];
bnlnR = Coefficient[1lnRfourier[phi],Table[Sin[(2*m-1)*phi],{m,1,npunkte/2}1];
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FEinprogrammierung der Symmetrien. Es ist auf Grund der vorhandenen Symmetrien prinzipiell
moglich, die vektoriellen Grofen nur auf dem Intervall [7/2, 37 /2] anzulegen und auszuwerten, die
Ausdehnung auf [0, 27] kann erforderlichenfalls durch Einzeiler bewerkstelligt werden®. Dies birgt
vor allem grofes Einsparungspotential bei Bildung des Wittich-Operators.

Berechnung der Werte von f(z) und f*)(2) auf Q,,. Einer der grofen Vorteile bei Verwendung der
trigonometrischen Interpolation von In p(6(p)) im Zuge des Verfahrens ist der Umstand, dafl bei
Berechnung der Fourier-Koeffizienten zur anschliefenden Bildung des Wittich-Operators diese auch
zur spateren Konstruktion von f und deren Ableitungen im Inneren des Einheitskreises (und auch
auf dessen Peripherie) herangezogen werden koénnen. Man wertet dazu sehr einfach das diskrete
Analogon von aus, das sich sofort auch gliedweise differenzieren lafst. Dieser Umstand ist
nicht zu unterschéitzen, da der Weg tiber die Integralformeln einerseits mit hohem Rechenaufwand
verbunden ist, andererseits macht die Berechnung der Ableitungen am Rand eine gesonderte theore-
tische Untersuchung hinsichtlich der Randwerte der Ableitungen der auftretenden Cauchy-Integrale
erforderlich. Fiir die Ableitungen der Abbildung £ — & ist die Kettenregel anzuwenden.

Mit diesen Optimierungen 16st der Algorithmus von WEGMANN die Rénderzuordnung der gespiegel-
ten Ellipse bei gleichbleibender Genauigkeit um den Faktor 60 schneller (in etwa 15s statt 15min).

3.4.4 Ergebnisse

Mit den in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Verfahren kann nun die Rénderzuord-
nungsfunktion iteriert werden. Fiir Geometrie 1 liefert die Methode der sukzessiven Approximation
auf Grund der erfiillten e-Bedingung brauchbare Ergebnisse, wohingegen es — wie die Theorie vor-
hersagt — fiir die Gebiete 2 und 3 nicht konvergiert. Das Newtonverfahren nach HUBNER kann
fiir alle Gebiete erfolgreich verwendet werden, allerdings verlangt die Gestalt der Hilfsfunktionen
auf den beiden nicht kreisnahen Gebieten zur Auflésung der zunehmenden Schwankungen die Fr-
héhung der Stiitzstellen, was sich vor allem in der kontinuierlichen Fassung sehr empfindlich auf
die Rechenzeiten auswirkt, namentlich wenn der Konjugiertenoperator durch NIntegrate errech-
net wird. Die besten Resultate hinsichtlich Rechenzeit und Genauigkeit werden mit der diskreten
WEGMANN-Iteration erzielt, nur sie sollen daher fiir die drei Gebiete préasentiert werden und nur die
zugehorigen Randerzuordnungsfunktionen sollen Eingang in die weiteren Untersuchungen finden.

Die letzten im Zuge der Iteration berechneten Fourier-Koeffizienten von In p(6(y)) werden zur
spateren Verwendung extern abgespeichert, damit sie zur Konstruktion der Abbildung fiir verschie-
dene Rechengitter jederzeit zur Verfiigung stehen. Da die Ermittlung der Koeffizienten und der
Réanderzuordnung je Geometrie nur einmalig erfolgt, lohnt die Verwendung einer sehr hohen An-
zahl an Nachkommastellen (500, kann dann nach Bedarf reduziert werden) und einer grofen Anzahl
an Iterationsschritten (500). Die Rechenzeiten bei 1024 Stiitzstellen auf dem Standard-Notebook
(vgl. Fulnote [3| auf Seite betragen jeweils etwa 20min. Die vielen Iterationsschritte sind auch
deshalb notwendig, weil die Konvergenz nach sieben Iterationen in den linearen Bereich zuriickfallt.

In allen drei Féllen ist bei der Rdnderzuordnungsfunktion eine Translation des Intervalls [0, 27]
festzustellen — ein Sachverhalt, der jedoch unerheblich fiir die konforme Abbildung an sich ist.
Ferner bewirkt eine zunehmende Verletzung der Kreisndhe die Verlangsamung der Konvergenz, was
aber erforderlichenfalls durch eine Erhohung der Anzahl an Iterationsschritten abgefangen werden
kann. Abbildung [3.7] zeigt fiir die drei Geometrien die Abbildung des Rechengitters, die zugehdrigen
Rénderzuordnungsfunktionen sowie den diskreten Fehler.

Abschliefsend kann man sich noch die Frage nach der Qualitit der konformen Abbildung stellen.
Auf Grund der involvierten Funktionen der Bauart wexp[P(w)] darf erwartet werden, daf die
Giite der Approximation dabei im Inneren hoher als auf der Berandung der Gebiete ist. Wird mit
R(6) die interpolierende Funktion bezeichnet, die zur Beschreibung der Geometrie herangezogen
wird (Fourier- oder Hermite-Interpolation), so kann der Ausdruck R(arg f(e'?)) — |f(e'?)| einen

9 Zu unterscheiden je nach Art der Symmetrie, fiir den schiefsymmetrischen Fall durch
oddextension[v_]:=Flatten[Append[Prepend[v,Table[-v[[N/4+1-k]],{k,0,N/4-1}]1],Table[-v[[N/4-k]1],{k,0,N/4-2}1]]
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Abbildung 3.7: Ergebnisse der konformen Abbildung 101,101 — ®. Bemerkenswert ist, wie sich eine
scheinbar geringe Abénderung der Geometrie auf die Lage der Bilder der Quadratecken auswirkt

(oben). Zugehorige Randerzuordnungsfunktionen (Mitte) und diskreter Fehlervektor eglaz) (unten).

Anhaltspunkt iiber die Verhéltnisse des Fehlers am Rand geben. Nach Konstruktion erbringt die
Auswertung an den N Stiitzstellen ¢ = @), erwartungsgeméaf ein hochgenaues Ergebnis (bis in den
Bereich der vorgegebenen Anzahl an Nachkommastellen), 14t man den Fehler jedoch im gesamten
Intervall [0,27] grafisch ausgeben (vgl. Abbildung so wird deutlich, daf sich zwischen den
Stiitzstellen die Verhéltnisse — wieder in Abhéingigkeit der Kreisndhe — deutlich verschlechtern.

Diese Einsicht ist von grofer Bedeutung, da in diese Fehlerbetrachtungen nur die konforme
Abbildung vom Einheitskreis auf das Gebiet einflieflen. Konkret wire man demnach in der Lage,
durch Verwendung der Werte ¢ als Grundlage der Rechengitterpunkte die Genauigkeit nach Be-
lieben zu steigern. Die Verhéltnisse sind aber derart gelagert, dafl, vom Quadrat kommend, der
Einheitskreis der Abbildung auf das Gebiet zwischengeschaltet wird. Da die Randgitterpunkte des
Quadrates aber im allgemeinen nicht auf die Stiitzstellen @), abgebildet werden, hat man sich an
einem Fehler zu orientieren, der sich (bei 1024 Stiitzstellen) geometrieabhiingig zwischen 104 und
10711 bewegt. Weiters ist zu erwarten, daff sich die Fehlerverhiltnisse bei Betrachtung der Ablei-
tung der konformen Abbildung, namentlich an der Berandung, nicht wesentlich verbessern werden.
Diese Erkenntnisse filhren uns zu dem Schluf, dafs fiir eine weitere Senkung des globalen Fehlers
erforderlichenfalls die Anzahl der Stiitzstellen weiter erhht werden mufs.
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Abbildung 3.8: Der globale Fehler bei Verwendung von 1024 (oben) und 4096 Stiitzstellen (Mitte).
Im Zuge der Iteration verwendete Hilfsvektoren (unten).

Wegen der Qualitéit des Verfahrens von WEGMANN soll der der Implementierung zu Grunde liegende
Quellcode abschliefend auch noch explizit angefiihrt werden. Von primérem Interesse sind fiir die
spétere Berechnung der Metrik die Fourier-Koeffizienten von Inp(6(y)), sie werden daher nach
Abschluf der Iterationen in der Form

anlnRO = Part[lnRfourier[phi], 1];

anlnR = Coefficient[1lnRfourier[phi], Table[Cos[m*phi], {m, 1, npunktel}]];
bnlnR = Coefficient[lnRfourier[phi], Table[Sin[m*phi], {m, 1, npunktel}]];
fourierinfo = Chop[anlnRO, anlnR, bnlnR, nprec, 10~ -nprec];

mittels des Befehls DumpSave extern in eine Datei abgespeichert, sodaf sie zur weiteren Verwendung
ohne Neuberechnung eingelesen werden kénnen und jederzeit zur Verfiigung stehen.
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(* Implementierung der diskreten Newton-Iteration nach Hiibner/Wegmann *)

Clear["Global *"]; WD=FileNameTake [NotebookDirectoryl[],5];SetDirectory[WD];
nprec=nprecfourier=500; znp=4096; np=znp/2; niter=500;

(* Geometrie laden - zuriick kommt verwendbares r[phi_] *)

Import [FileNameJoin [WD, "GLOBAL", "Geo2_Definition_Fourierpoly.wl"]]

(* phi_k und Startvektor initialisieren *)
phicore=Table[N[x,nprec],x,Pi/2,3Pi/2,Pi/np];
phiall=Table[N[x,nprec],x,0,2Pi-Pi/np,Pi/np]; svalues[i_]=phiall;

(* Sin-/Costerme vorab berechnen spart viel Rechenzeit *)

sin2m = Chop[Table[Sin[2*m*phicore],m,1,np/2],10" -nprec]; (* Rest analog *)

(* Trigonometrisches Interpolationspolynom *)

ptlt_,m_,y_1:= 1/Sqrt[Dimensions[y] [[1]1]] * ( Rely[[1]1]1]1+
2xSum[(Re [y [[k+1]1]1Cos [k*t]-Im[y [ [k+1]1]1]1Sin[k*t]) ,{k,1, (m/2)-1}] +
Re[y[[1 + Dimensions[y] [[1]1]1/2]1]1] Cos[(m/2)*t] );

(* Routinen zum Ausdehnen der Groflen von [Pi/2,3Pi/2] auf [0,2Pi) *)

oddextension[vec_] :=Flatten[Append [Prepend[vec,Table[-vec[[np/2+1-k]],
{k,0,np/2-1}]],Table[-vec[[np-k]],{k,0,np/2-2}111;

evenextension[vec_] :=Flatten[Append[Prepend[vec,Table[vec[[np/2+1-k]],
{k,0,np/2-1}]],Table[vec[[np-k]],{k,0,np/2-2}111;

(x Start der Iterationsschleife *)

Do[ t0 = Timingl[

1nRvalues=Log[r[svalues[i-1]]1];sigmavalues=r'[svalues[i-1]]/r[svalues[i-1]];

Block[{$MinPrecision=nprecfourier,$MaxPrecision=nprecfourier},
fklnR=Fourier [1nRvalues,FourierParameters—{0,-1}1];

1nRfourier [phi_] = Expand[pt[phi,Dimensions[fk1nR] [[1]],fkInR]];

anlnR=Append [Coefficient [1lnRfourier [phi],Table[Cos [2m*phi],{m,1,np/2-1}11,0];

bnlnR=Coefficient [1nRfourier [phi],Table[Sin[(2m-1)phi],{m,1,np/2}1];

(* Berechnung K[1nR]/K[v]/K[q] nur auf [Pi/2,3Pi/2] spart Rechenzeit x*)
klnRcore=Chop[Total [anlnR*sin2m-bnlnR*cos2mml], 10~ -nprec] ;
klnRvalues=oddextension[klnRcore]; fvalues=svalues[i-1]-phiall-klnRvalues;
vvals=ArcTan[sigmavalues]; rvalues=Sqrt[l+sigmavalues?];

Block[{$MinPrecision=nprecfourier, $MaxPrecision=nprecfourier},
fkv=Fourier[vvals,FourierParameters—<{0,-1}11;

vfourier[phi_] = Expand[pt[phi,Dimensions[fkv][[1]],fkv]];

anv=Coefficient [vfourier[phi],Table[Cos[(2*m-1)phil,{m,1,np/2}]1];

bnv=Append [Coefficient [vfourier[phi],Table [Sin[2*m*phi],{m,1,np/2-1}]1]1,0];

w=Chop [Total [anv*sin2mml-bnv*cos2m] ,10" -nprec] ;wvalues=evenextension [w] ;
alpha=Chop[(1/znp)*Sum[vvals[[1]],{1,Dimensions[vvals] [[1]]}],10" -nprec];
g=(fvalues*sigmavalues)/(rvalues*Exp[wvalues]);

Block[{$MinPrecision=nprecfourier,$MaxPrecision=nprecfourier},
fkg=Fourier[qvalues,FourierParameters—{0,-1}]1];
gfourier[phi_] = Expand[pt[phi,Dimensions[fkq] [[1]1],fkql];
ang=Append [Coefficient [qfourier[phi],Table[Cos[2*m*phi],{m,1,np/2-1}1]1,0];
bng=Coefficient [qfourier[phi],Table[Sin[(2*m-1)*phil,{m,1,np/2}]1];
pcore=Chop [Total [ang*sin2m-bng*cos2mml] , 10" -nprec] ;p=oddextension[pcore] ;
qgdach=Chop[(1/znp) *Sum[q[[1]],{1,Dimensions[q] [[11]1}],10" -nprec];
svalues[i]=svalues[i-1]- (fvalues/(rvalues?)) -
(((p+gdach*Tan[alpha])*Exp [wvalues])/rvalues);];
t0 // Print, (* Ausgabe der Zeit fiir einen Schleifendurchgang *)
{i, 1, niter} ]; (¥ Ende der Iterationsschleife *)




Kapitel 4

Anwendung konformer
Koordinatentransformationen

Studiert man physikalische Gesetzméfigkeiten auf einem Bereich des Raumes, so ist bei der mathe-
matischen Formulierung der Grundgesetze aus mehreren Griinden derjenigen Fassung der Vorzug zu
geben, die in moglichst pragnanter Form die Zusammenhénge aufzeigt. Diesem Anliegen wird in der
Theorie durch eine koordinatenfreie Verkniipfung von fundamentalen Differentialoperatoren — wie
etwa der auf gewisse Zustandsgréfsen wirkenden Divergenz oder des Gradienten — in Gleichungen
Rechnung getragen.

Durch eine solche Vorgehensweise wird schluffendlich auch der Forderung nach Invarianz der
Gleichungen beziiglich beliebiger Bezugssysteme entsprochen, ein Umstand, dem die Uberlegung zu
Grunde liegt, daf die Vorgénge in der Natur auch ohne Koordinaten ablaufen und letztere demnach
fiir den Kern der Dinge unwesentlich sind. Die Bedeutung der Koordinaten reduziert sich in dieser
Sichtweise auf die Rolle von — a priori nicht notwendigen — Zahlenwerten, zu interpretieren als
Adressen bzw. Richtungen, die dem Ort bzw. tensoriellen Zustandsgréfen im jeweiligen System
zugeteilt werden.

Die Praxis der numerischen Simulation im Sinne eines number crunchings erfordert allerdings
die Bezugnahme auf eben ein solches Koordinatensystem, und ein konkretes wird unter Beriicksich-
tigung bestmoglicher Recheneflizienz und geometrischen Erwiigungen einzufiihren sein. Die Gestalt
der Bildungsgesetze bei Bezugnahme auf ein spezielles Koordinatensystem und anschlieffender Ko-
ordinatentransformation — man denke an die Form des Laplace-Operators bei Ubergang von karte-
sischen Koordinaten zu Polarkoordinaten — ist dabei selbstverstindlich Anderungen unterworfen.
Man wird diese Anderungen aber, von der invarianten Formulierung her kommend, vielmehr als
von Raumpunkt zu Raumpunkt erfolgende Anderung der metrischen Verhiltnisse zu interpretieren
wissen, sie liber den Mafstensor quantifizieren und so der Simulation zugénglich machen. Von der
kartesischen Parametrisierung des Raumes ausgehend fliefen dann in die Gesetze nach erfolgter
Transformation gewissermafen geometriebedingte Korrekturterme ein.

In weiter Folge wird konsequent vom Summationsiibereinkommen nach EINSTEIN Gebrauch
gemacht, welches der Ubersichtlichkeit sehr entgegenkommt. Dabei wird vereinbart, daf bei sich
iber die Raumdimension erstreckenden Summenbildungen, innerhalb derer ein Laufindex genau
zweimal — und zwar einmal hochgestellt und einmal tiefgestellt — auftritt, das Summationszeichen
unterdriickt wird. So setzt man beispielsweise abkiirzend

X; X' = zn:XiXi, ZZ +T5,V7 = . Z—Z + Zn:zn:rglivj, etc...
=1

i=1 v j=14=1
Die Ausfithrungen der beiden ersten Abschnitte folgen in Notation und Inhalt [8].

45



KAPITEL 4. ANWENDUNG KONFORMER KOORDINATENTRANSFORMATIONEN 46

4.1 Der Riemannsche Raum

Obige Aspekte vor Augen, legen wir den folgenden Betrachtungen die Konzeption eines Riemann-
schen Raumes R zu Grunde, als dessen Ausgangspunkt eine mit Hausdorff-Topologie' versehene
Punktmenge M anzusehen ist, auf der physikalische Gesetze untersucht werden sollen und die den
eingangs angesprochenen raumlichen Bereich reprisentierend verallgemeinern soll.

Die zunéchst vollig abstrakte Menge M wird zu einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit, in-
dem sie durch Einfiihrung des Kartenbegriffs durch Homéomorphismen lokal parametrisiert wird:
Bezeichne T; eine geeignete Topologie des R™, Ty eine solche auf M, so wird fiir je zwei offene
Mengen Oy € 71,02 € T3 durch eine bijektive und im topologischen Sinne in beide Richtungen
stetige Abbildung s : O; — Os ein lokales Koordinatensystem errichtet und somit ist man in der
Lage, jedem Element P € Oy vermoge P = k(&1 .. ., &,) wohlbestimmte Koordinaten in Form eines
n-Tupels € = (&1, ...,&,) zuzuordnen. Der wesentliche Punkt bei dieser Konstruktion besteht also
in der Herstellung einer topologischen Verkniipfung von M mit dem R, auf dem die Werkzeuge der
Analysis zur Verfiigung stehen. Anders als im affinen Raum kann aber der Fall der Unmdéglichkeit
einer globalen Parametrisierung von M eintreten.

Werden zwei nicht-disjunkte offene Mengen O, © € T durch die Karten x bzw. & parametrisiert,
dann bezeichnet man bei Einschrankung des Definitionsbereiches der beiden Karten auf die Urbilder
des Durchschnittes die Abbildung ! o k als Koordinatentransformation, so es sich um einen
Diffeomorphismus handelt. Ein solcher Kartenwechsel hat demnach zusétzlich zur Hom6omorphie
auch noch in beide Richtungen Differenzierbarkeitseigenschaften auf zwei speziellen Teilmengen des
R", die beide auf verschiedene Weise den Durchschnitt @ N O parametrisieren, aufzuweisen.

Durch jede feste, aber beliebige Wahl einer Karte x und eines n-Tupels h € R"™ wird in einer
geeigneten Umgebung um einen Punkt P € M mit den Koordinaten &y durch die Setzung

Y(t) = K(&o + (t —to)h)

ein Kurvenstiick C auf M dergestalt parametrisiert, dafs auf dem gesamten Definitionsbereich des
Kurvenparameters t € [ty — d1,t9 + 2] als jeweiliger Tangentenvektor entlang x~1(C) im Sinne
einer Abbildung eines Intervalls in den IR™ immer konstant das n-Tupel h resultiert, das auch
fiir den Punkt P selbst einen Tangentenvektor reprasentiert. Man sieht dies unmittelbar durch
Differentiation nach dem Parameter ¢. Laft man nun h den R™ durchlaufen, so bildet die Gesamtheit
der Tangentenvektoren an alle Kurven durch den Punkt P einen linearen Vektorraum, ndmlich den
Tangentialraum Tp(M) von M im Punkt P, der auf Grund der Konstruktion dem R™ isomorph
ist und somit eine Identifizierung erlaubt.

Speziell wird man iiber die Setzungen h = e;,i = 1,...n, auf die sogenannten Koordinatenli-
nien der Karte gefiihrt, die sich auf Grund des Umstandes, daf es sich bei x um einen Homéomor-
phismus handelt, im Punkt P — parametrisiert durch v(¢o) — schneiden miissen und nach obigem
durch die n Kurven

Yi(t) = k(o + (t — to)es)

gegeben sind. Damit ist fiir den Tangentialraum 7p(M) eine Basis {e;} in Form der Tangenten-
vektoren an die Koordinatenlinien gefunden, wobei zu beachten ist, daf letztere von der speziellen
Wahl der Karte x abhéngen. W&hlt man jetzt einen Vektor v aus dem Tangentialraum, so fiihrt
seine Darstellung als Linearkombination der Basisvektoren beziiglich verschiedener Karten zu ver-
schiedenen n-Tupeln und damit entsprechen ein und demselben Vektor v verschiedene Vektoren des
R™. Eine Abhilfe lift sich jedoch sofort durch den Ubergang zum kartesischen Produkt R™ x &
unter Aufnahme der Menge aller zuliissigen Karten und anschliefender Definition einer Aquivalenz-
relation erzielen, wodurch die Eindeutigkeit der Darstellung der Tangentenvektoren sichergestellt
wird [8, S.284]. Damit ist der Begriff von Punktkoordinaten auf einer Mannigfaltigkeit geklart.

I Neben den drei bekannten, an eine Topologie gestellten axiomatischen Forderungen gilt hier auch noch das Tren-
nungsaxiom T2: Alle paarweise verschiedenen Punkte kénnen durch (disjunkte) Umgebungen separiert werden.
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FEin Skalarfeld w : M — R als reellwertige Funktion auf einer Mannigfaltigkeit 14ft sich durch
den Kartenbegriff unmittelbar durch die Forderung erkléren, dafs die Zusammensetzung mit jeder
Karte x eine differenzierbare Funktion wok : R™ — R ergibt, wobei offenbar wiederum auf den R”
zuriickgegriffen wird. Uber die Definition der Richtungsableitung eines Skalarfeldes w in Richtung
eines Vektors v = Vie; € Tp(M),

’U(w) _ 3(won)vz :ai(woﬁ)vi’ (41)
6l‘i
ergeben sich folglich die Richtungsableitungen von w in Richtung der Tangentenvektoren e; zu
Owok),; Owok)
€j (w) = o 6; = D =0, (wo k),

und somit lassen sich die Basisvektoren auch in der Form 9;,7 = 1,...n, anschreiben. Bei einer
Koordinatentransformation, wie sie durch die Angabe eines bijektiven vektoriellen Zusammenhan-
ges Z(x) = f(x) bzw. (%) = f~ (&) vermittelt wird, fliekt in die noch anzugebenden tensoriellen
Transformationsgesetze unter Beriicksichtigung der ko- oder kontravarianten Natur einer Grofe
jeweils die Matrix der partiellen Differentialquotienten bzw. deren Inverse ein. Das Summations-
iibereinkommen bleibt bei allen diesen Produkten in dem Sinne aufrecht, als in diesem speziellen
Fall die Indizes im Zéahler der Transformationsmatrix hochgestellt, jene im Nenner hingegen tiefge-
stellt zu denken sind. Fiir die nachfolgende Formel bedeutet dies eine Summation iiber den Index j.

Die MaRvektoren transformieren sich dann bei einem Kartenwechsel, wie er durch Z = 71 o x(x)
geleistet wird, kogredient entsprechend
= Oxj 0%; =

Die Entwicklung der Transformationsgesetze fiir Tensorfelder beliebiger Stufe auf M erfordert
die Klarung des ko- und kontravarianten Tensorbegriffs. Dazu konstruiert man in jedem Punkt
der Mannigfaltigkeit den zum Tangentialraum 7p(M) dualen Vektorraum 77 (M) als Menge der
Linearformen « : Tp(M) — R mit der zu {9;} dualen Basis {dx;}, die dx;(d;) = &’ leistet. Der
als Kotangentialraum bezeichnete Vektorraum ist mit seinem Tangentialraum in natiirlicher Weise
iiber ein Skalarprodukt verkniipft, das man unter Beriicksichtigung der Linearitdt durch

(a,’u) = a(v) = <Ald$“V]aj> = Aidea;i(aj) = AiVi

einfithrt. In der Darstellung einer Linearform « sind die Basisvektoren des Kotangentialraumes
dx; stets mit hochgestellten Indizes zu denken und somit ist zu summieren. Tiefgestellte Koordi-
natenindizes wie in o = A;dx; charakterisieren kovariante Grofen, hochgestellte wie in v = V?9;
sind kontravariante Koordinaten. Die vorerst nur im Punkt P gegebenen Begriffsbildungen lassen
sich durch Differenzierbarkeitsforderungen leicht auf ganz M ausdehnen: Stellt das von Punkt zu
Punkt variierende Skalarprodukt («(P),v(P)) ein Skalarfeld auf M dar, so gelangt man mit der
Menge der differenzierbaren Linearformen zum Begriff v*(M) der kovarianten Tensorfelder erster
Stufe, wobei im Skalarprodukt nur differenzierbare Vektorfelder — im Sinne der Richtungsableitung
beziiglich beliebiger Skalarfelder auf M — zuléssig sind, die ihrerseits die mit v(M) bezeichnete
Menge der kontravarianten Tensorfelder erster Stufe darstellen. Die Menge der Skalarfelder auf M
selbst konstituiert die invarianten Tensorfelder der Stufe Null und sei mit IF bezeichnet.

Mit diesen Definitionen ist man in der Lage, iiber die kartesischen Produkte ko- oder kontra-
varianter Vektorfelder Tensorfelder von hoherer als erster Ordnung einzufiihren. Verallgemeinernd
nennt man eine multilineare Abbildung

PV X o XVIXUXoxv—TF

k m

ein k-fach kontravariantes und m-fach kovariantes Tensorfeld der Stufe k 4+ m, dessen n**™ Ko-
ordinaten beziiglich einer Karte s in einem Punkt P durch Einsetzen sdmtlicher Basisvektoren im
Sinne von

i1l
(I)jl"'jm = (p(dd?zl geees dxik,ﬁjl geee ,Qjm)
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ermittelt werden kénnen. Bei Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem transformieren sich
die Tensorkoordinaten dabei geméf dem allgemeinen Gesetz

=iy (9571‘1 857% al'll axlm BBy
in = un an, 075, 0y, hle

(4.3)

Bemerkenswert an der obigen Konstruktion von Tensorfeldern beliebiger Stufe ist der Umstand, dafs
kontravariante Tensorfelder erster Stufe zunéchst als lineare Abbildungen V' : v* — [F eingefiihrt
werden, die auf der Menge der differenzierbaren Linearformen wirken und als solche den Bidualraum
bilden. Auf Grund der implizit vorausgesetzten Endlichdimensionalitét aller beteiligter Vektorrdume
ist wegen der dann geltenden Reflexivitdt der Bidualraum v** dem urspriinglichen Raum v der
Vektorfelder isomorph, wodurch eine Identifizierung ihrer Elemente gestattet ist.

Durch die Forderung nach einem inneren Produkt im Tangentialraum 7p(M) eines beliebigen
Punktes P € M wird die differenzierbare Mannigfaltigkeit schliefslich zu einem Riemannschen Raum
R, in dem im Gegensatz zu den Verhiltnissen, wie sie in einem euklidischen Raum vorliegen, die
Basisvektoren von Punkt zu Punkt variieren kénnen. Richtet man sein Augenmerk auf eben eine
solche lokale Basis, so wird durch die Setzung

9i3(P) := (8;,9;) (P)

ein kovariantes Tensorfeld 2. Stufe induziert, das zur Beschreibung der geometrischen Verhéaltnisse
auf R herangezogen werden kann. Die als metrische Fundamentalform bezeichnete Abbildung ist
symmetrisch und transformiert sich kogredient, wie man durch Einsetzen in (4.2]) oder unmittelbar

gemafs (4.3]) einsieht,

_ 6l‘k 81‘1
9ij(P) = o= o gu(P). (4.4)
J a$l ij

Der damit eingefiihrte kovariante Maftensor ist in der vorliegenden Arbeit von zentraler Bedeutung
und bildet nicht zuletzt den Unterbau fiir alle numerisch durchzufithrenden Transformationen.

Der kontravariante MaRtensor ¢* wird entsprechend iiber das im Dualraum induzierte innere
Produkt der dortigen Basisformen erklédrt. Unter Verzicht einer Angabe seines Transformations-
gesetzes bemerken wir, dafs er bei Kenntnis von g;; in beliebigen Koordinaten, wie sie ja durch
Vorliegen einer n x n-Matrix gegeben ist, sofort aus dem Zusammenhang g”“gkj = 5} durch Inver-
tierung hergeleitet werden kann. Durch eine nicht von vorneherein auszuschlieflende Singularitét
des Mafstensors wird man offensichtlich in eine ziemlich prekire Lage versetzt — ein durchaus nicht
pathologischer Sachverhalt, wie man am Beispiel des Ubergangs zu Polarkoordinaten ersieht. So
bringt der Verlust der Bijektivitdt der Koordinatentransformation unter anderem die Unmoglich-
keit einer eindeutigen Zuordnung von Vektorkoordinaten im Punkt der Koordinatensingularitdt mit
sich, woraus Schwierigkeiten bei Diskretisierungsprozessen resultieren.

Durch den Maftensor in seiner kovarianten Form ist die Moglichkeit gegeben, die kontravariante
Koordinate einer tensoriellen Grofe in eine kovariante umzurechnen und umgekehrt errechnet man
kontravariante Koordinaten durch Verjliingung mit dem kontravarianten Fundamentaltensor aus
kovarianten, wie beispielsweise aus V; = g;;V7 oder Ay = g""gi' Ay, ersichtlich wird. Ein solches
Hinauf- oder Herunterziehen von Indizes kann sich speziell bei einer rein ko- oder kontravarianten
Formulierung von Gesetzen als hilfreich erweisen.

Der Korper der komplexen Zahlen C kann mit diesen Ausfiihrungen nun auch als Riemannsche
Mannigfaltigkeit aufgefafst werden, die eine globale Parametrisierung gestattet. An die Stelle des
bisher betrachteten Gebietes & C C tritt davon abstrahierend eine offene Punktmenge, wobei der
Tangentialraum in jedem Punkt dem R? isomorph ist. Dariiberhinaus wird durch diese Herange-
hensweise der saubere Ubergang zu krummlinigen Koordinaten erméglicht: Ausgehend von einer
kartesischen Parametrisierung der Punktmenge, bei der der Fundamentaltensor in jedem Punkt
konstant in Form der 2 x 2-Einheitsmatrix in Erscheinung tritt, folgen bei Kenntnis des Bildungs-
gesetzes des Kartenwechsels seine neuen Koordinaten unmittelbar aus .
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4.2 Differentialoperatoren im Riemannschen Raum

Ist w ein Skalarfeld auf R, so wird durch Gleichung (4.1)) eine im zu 7p(M) dualen Vektorraum
gelegene Linearform dw € T4 (M) definiert, deren kanonische Darstellung beziiglich einer Karte &

O(wo k)

dw = oz,

als Gradient bezeichnet wird, wobei die Koordinatendifferentiale d x; als duale Basis des Kotangenti-
alraumes aufzufassen sind und somit nach deren Konstruktion die Bezichungen d z;(9;) = 5;- gelten.
Synonym dazu wird auch die Notation mittels Nabla-Operator verwendet, dw = Vw. Setzt man in
Gleichung einen Vektor h als Argument, so erhdlt man auf Grund von dx;(h) = h' zu-
riick. In dieser Form erkennt man in d w ein kovariantes Tensorfeld erster Stufe, dessen Koordinaten
sich gemaf

Owok) Oxj0(wok)

transformieren. Wir bemerken hierzu noch, daf der in Gleichung auf ein Skalarfeld wirkende
Operator d in der Theorie der schiefsymmetrischen kovarianten Tensorfelder, der n-Formen, als
dufseres Differential bezeichnet wird, durch dessen Anwendung im allgemeinen Fall eine n-Form in
eine (n 4 1)-Form tberfiihrt wird.

Bei Kenntnis der Koordinaten des Mafstensors beziiglich eines speziellen Bezugssystems leitet
man aus diesem die Koeflizienten des Riemannschen Zusammenhanges iiber

i 1 (9% , 99  9gjn
ik = 29 (al’k * 8x]— 8%[ (46)

ab. Der in diese Summe eingehende kontravariante Mafstensor hat im Sinne des inneren Produktes im
Dualraum als Argumente je zwei der dualen Basisvektoren und es gelten die Beziehungen ¢%* Jkj =
5} Unter Verwendung des Kofaktors? berechnen sich seine Koordinaten mittels ¢/ = Kof(gi;)/g.
wenn dabei mit g = det(g;;) die Determinante des kovarianten Fundamentaltensors bezeichnet wird.

Die Divergenz eines kontravarianten Vektorfeldes v wird nun in Riemannschen Rdumen unter
Verwendung der Zusammenhangskoeffizienten durch die Setzung

ot o't o
— = o T (4.7)

di =
v ox;  Ox;

eingefiihrt. Bei Verwendung kartesischer Koordinaten leistet der zweite Summand keinen Beitrag,
da sich der Maftensor in jedem Punkt als Einheitsmatrix prasentiert und somit sémtliche Zusam-
menhangskoeffizienten in identisch verschwinden. Dies steht in Ubereinstimmung mit der in
euklidischen Rédumen eingefiihrten Divergenz unter Bezugnahme auf ein rechtwinkeliges Orthonor-
malsystem. Im Falle allgemeiner Koordinaten erkennt man in diesem Summanden jenen Korrektur-
term, der unter Beriicksichtigung der lokalen geometrischen Verhéltnisse zur klassischen Divergenz
zu addieren ist. Man sieht, daf die sogenannte kovariante Ableitung die partielle Differentiation in
affinen Rédumen in folgendem Sinne verallgemeinert: In Abhéngigkeit der ko- oder kontravarianten
Natur einer Koordinate sind geometriebedingt Terme zu subtrahieren oder zu addieren, und zwar
fiir eine beliebige tensorielle Grofe nach dem allgemeinen Bildungsgesetz

i1evin i1ein n m
A T S CL e 4 ST il - NTPL i (4.8)
oz T Ox Z Ip = j1+Gm Z IkP 1l :
p p h=1 k=1

2 Der Kofaktor eines Matrixelementes a;; ist das Produkt Kof(a;;) = (—=1)"+7det(A;;), wobei mit Aj; jene Matrix
bezeichnet ist, die nach Streichung der j-ten Zeile und i-ten Spalte resultiert.
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wobei durch die kovariante Differentiation die kovariante Stufe eines Tensors um eine Stufe erhéht
wird. Wir weisen auf die Produktregel der kovarianten Ableitung hin, es gilt fiir zwei Tensoren ¢
und v beliebiger Stufe in Analogie zur bekannten Produktregel

TR hi---h . . hi---h
0 ((I)Z.l ‘n P) ig-ein 1y
Jigm = ki-kg _ aq)jl"'jer \I/hl"‘hp + (I)llzn D\I]kl"'kq

0y ox; ki--kq Jurdme o dgy

In Gleichung (4.7) kann man sich aber auch auf folgendem Weg von den Zusammenhangsko-
effizienten frei machen: Obwohl es sich bei diesen Grofien auf Grund ihres Transformationsgesetzes
um keine Tensoren handelt, lassen sich dennoch einige Rechenregeln® iibertragen, es folgt
ik 09k 9gik _ 09

QQFj‘i =y (Féz + F?k) = 99" (Tiji + Tij) = 99

wobei in der letzten Gleichung die Kettenregel zur Anwendung gebracht wurde. Somit bestimmt
sich die Divergenz unter Verwendung beliebiger Koordinaten unter alleiniger Zuhilfenahme des
Maftensors aus

,_ovi 2(wvid) 1 o (Vilv) y
Oy * 29 0x;  Ox; * Ox; BV (4.9)

Neben dem Gradienten eines Skalarfeldes und der Divergenz eines (kontravarianten) Vektor-
feldes wird noch ein dritter Operator benétigt, der Laplace-Beltrami-Operator, der den Laplace-
Operator in euklidischen Rdumen verallgemeinert und in unserem Fall ebenfalls auf ein Skalarfeld
wirkt. Bildet man die Divergenz des Gradienten unter Beriicksichtigung der kovarianten Natur
seiner Koordinaten, so fiilhrt dies mit und auf

9 (g3 ) 2 i i
Aw= ( 81) 199 0w _ i 0w (‘99 g ‘99)8‘” (4.10)

z; 29 0x;” Or; 7 Owi0x; dx; 29 0xj) dx;

4.3 Metrische Grofien der konformen Abbildung

Wir gehen jetzt an die Betrachtung der in vorgestellten konformen Abbildung, vor allem
interessieren wir uns fiir die zusammengesetzte Abbildung f = go h : Q — &, die das Einheits-
quadrat iiber den Einheitskreis konform auf ein einfach zusammenhéngendes Gebiet abbildet. Die

Funktion f(z) = ¢ wird jetzt als Kartenwechsel zu interpretieren sein, von speziellem Interesse sind
der Mafstensor und die Gestalt der oben betrachteten Differentialoperatoren (4.5), (4.7) und (4.10).

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist die Auffassung von & als offene Teilmenge des zweidimen-
sionalen Riemannschen Raumes C, der mit Hilfe der Tupel ¢ = (§,n) durch kartesische Koordinaten
und der Karte k¢ parametrisiert sei, sodaf der Maftensor also in jedem Punkt P € & konstant in
Gestalt der 2 x 2-Einheitsmatrix zu Tage tritt. Ganz allgemein gilt mit zwei Karten s, bzw. k¢ fiir
einen Punkt P € & die Darstellung P = k,(z,y) = k¢(§,n), somit kann tiber die Beziehungen

2=k oRe)(&m) (= (kg o k) (x,y)

auf die Rolle der konformen Abbildung f bei der Koordinatentransformation geschlossen werden
und man erhilt folgende zentrale Aussage im

3 Wir machen vom Herauf- und Herunterziehen des ersten Index, der Symmetrie in den letzten beiden Indizes und
der Beziehung T, + I'kj; = 0gs1/0x; Gebrauch. Weiters folgt auf Grund des Umstandes, daf der Kofaktor
unabhéngig von seinem assoziierten Matrixelement ist, Kof(g;r) = 9g/09;r.
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Satz (Parametrisierung eines einfach zusammenhéngenden Gebietes durch das Einheitsquadrat).
Ist ( = f(z) die konforme Abbildung vom FEinheitsquadrat auf das Urbild eines durch kartesische
Koordinaten (£,m) parametrisierten Gebietes, so wird durch z = f~1(¢) ein Kartenwechsel vermit-
telt, der der Einfihrung orthogonaler, krummliniger Koordinaten (x,y) entspricht. Die Koordinaten
des kovarianten MafStensors in einem Punkt P lauten dann beziiglich der Karte k.,

2
g =gn=8+n =1z = W, g12=g21 =0
und der Laplace-Operator erhdilt in den neuen Koordinaten die Gestalt

)

0w
oy?

— 1 d*w
Aw= E+4n3 (9«”62 +
Durch die Vorschrift z = (z,y) = f~1(¢) = (k5 ' ok¢)(€, ), bei der es sich klarerweise um einen

Diffeomorphismus handelt, wird & durch das Einheitsquadrat parametrisiert, die Koordinaten der
neuen Basisvektoren beziiglich der alten, kartesischen Basis findet man sofort mit Hilfe von (4.2)),

81 = gwaf + 779:87]7 au = 51/85 + nyan-

Nun gelten aber auch die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, &, = ny,&, = —ns, und
damit erscheinen die Koordinaten der neuen Basisvektoren als Spalten der Jacobi-Matrix J,

Ea 1k

0 o) =0 o (& )= 0y,
nl‘ xr

woraus man auch schon deren Orthogonalitdt erkennt. Die neuen Koordinaten des kovarianten

Maftensors findet man aus (4.4]), seine Matrix hat Diagonalgestalt und errechnet sich aus

.. [ & M & e [ E+n? 0 )

Aus dieser Darstellung wird insbesondere ersichtlich, dafs es sich bei der konformen Abbildung um
eine Drehstreckung handelt, die die beiden lokalen Basisvektoren im selben Ausmaf, ndmlich um
den Faktor |f'(2)] = & + inx| = /&2 + 12 = /Gii» der selbstversténdlich von Punkt zu Punkt
variieren kann, streckt. Beim Ubergang zur Exponentialdarstellung bzw. unter Verwendung des
inneren Produktes, das man auf die Vektoren 0 und 0, wirken l&ft, errechnet man den Drehwinkel

0 = arg (f'(z)) = arctan 2 — arccos _ &

& Ve +n2

Die Transformation des Laplace-Operators bestétigt man durch Nachrechnen, indem man
1’ heranzieht. Dabei gilt offensichtlich /|g| = g11 = g22-

Die Koeffizienten des Riemannschen Zusammenhangs (CHRISTOFFELsche Symbole 2. Art) seien
fiir den Fall der konformen Abbildung ebenfalls angefiihrt, da sie hdufig zur Bildung von koordina-
tenfreien Differentialoperatoren ben6tigt werden, so sind sie beispielsweise an der kovarianten Diffe-
rentiation beteiligt. Setzt man abkiirzend x(z,y) := &2 + 72 und beachtet f”(2) = &up + N2,
so erhélt man aus der Gleichheit der gemischten partiellen Ableitungen, den Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen und

1—‘%1 _ 1—,%2 _ 1—‘%1 _ ga:gxm '; nxnxz, 1—‘%2 _ Fél _ 1—‘32 — nzgmz ;gznxm7

(4.11)

i, — Tl — _55% r2 = %
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Wird f(z) = ¢ = {(z,y)+in(x, y) schlieklich durch Komposition zweier konformer Abbildungen
h(z) = w = u(z,y)+iv(z,y), h: Q = & und g(w) = ¢ = {(u,v)+in(u,v), g: € = &, konstruiert,
so muf zur Ermittlung der metrischen Grofsen bei Bildung der Ableitung die Kettenregel beachtet

werden. Mit f/(z) = ¢’(w) - h'(z) werden die Ableitungen mittels

f'(2) = & +ing = (€u +i00) - (ug +ivy) (4.12)

in jedem Rechengitterpunkt des Einheitsquadrates einmalig berechnet und extern abgespeichert.
Fiir die zweiten Ableitungen von f verfahrt man in analoger Weise, es wird

4.4 Randbedingungen

Bei Kenntnis der konformen Abbildung und somit der metrischen Verhéltnisse ist man bereits in der
Lage, die im Inneren von & geforderten, mittels Differentialoperatoren koordinatenfrei formulierten
Gesetze in Verallgemeinerung der Vorgehensweise von einem Ortsdiskretisierungsprozef
zu unterwerfen, um {iber die CTDS-Linienmethode zu einem System gewShnlicher Differentialglei-
chungen zu gelangen. Im Fall der Warmeleitungsgleichung stellt es beispielsweise ein Leichtes dar, in
den inneren Punkten des Rechengitters ,, ,, den diskretisierten Laplace-Operator mit dem Faktor
1/x(x;,y;) zu multiplizieren. Die Qualitdt der Simulation selbst muf bei einer solchen Vorgehens-
weise allerdings noch einer Uberpriifung standhalten.

Génzlich anders gelagert ist die Frage nach der Implementierung der Randbedingungen. Wih-
rend bei der bisherigen Simulation am Einheitsquadrat die Verwendung von kartesischen Koordi-
naten gewissermafen den kanonischen Zugang darstellt, steht man im Falle allgemeinerer Rechen-
gebiete bei einer solchen Herangehensweise vor zwei Schwierigkeiten:

e cine dquidistante kartesische Parametrisierung trifft im allgemeinen Fall nicht sdmtliche Punk-
te des Gebietsrandes, damit sind weder Dirichletbedingungen noch Bedingungen, bei denen
ein funktionaler Zusammenhang der Randableitung vorgeschrieben wird, zufriedenstellend
implementierbar. Dieser Sachverhalt wird in Abbildung verdeutlicht.

e 16st man das Problem der Randpunkte durch nicht #quidistante Diskretisierung (wodurch
einerseits die Fehlerordnung in Mitleidenschaft gezogen wird, andererseits sich die Formeln
erheblich verkomplizieren), so konnen Dirichletsche Randbedingungen implementiert werden.
Bei Newtonschen Randbedingungen fallt der auswdrts gerichtete Einheitsnormalenvektor al-
lerdings nicht mehr mit der Richtung einer Koordinatenlinie zusammen, wodurch seine karte-
sischen Koordinaten im allgemeinen Fall von Randpunkt zu Randpunkt variieren werden.

Um die Natur der auswérts gerichteten Einheitsnormalenableitung eines auf einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit R gegebenen Skalarfeldes w zu Tage zu férdern, betrachten wir dort ein kontrava-
riantes Vektorfeld v. Im Punkt P € R gilt beziiglich zweier Karten die Darstellung

’U(P) = ’Uiai = 515,

Dabei ist speziell zu beachten, daf fiir die Basisvektoren 8; und 8; im allgemeinen Fall weder
Orthogonalitdt noch Normiertheit gegeben sein mufs. Uber l) ist die Invariante

;0wok) _Owor)

Vew=dw(v) =v(w)=v oz, =7 oz,

erklart, durch die Richtungsableitung wird demnach bei Forderung nach entsprechenden Differen-
zierbarkeitseigenschaften einem Skalarfeld wieder ein Skalarfeld zugeordnet.
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Abbildung 4.1: In kartesischen Koordinaten kénnen bei dquidistantem Rechengitter am Einheits-
kreis die Randbedingungen nicht exakt implementiert werden, die Kreisperipherie enthélt nur vier
Gitterpunkte (links). Wird der Kreis durch das Quadrat parametrisiert, so entsprechen den Gitter-
punkten auf den Quadratseiten jeweils Gitterpunkte auf der Kreisperipherie und Randbedingungen
beliebiger Art kénnen bequem einprogrammiert werden (rechts).

Fiir den Fall der konformen Abbildung erwéchst nun die Problematik, daf — anders als bei der
Transformation des in kartesischen Koordinaten konstanten Mafitensors — die kartesischen Koordi-
naten des Einheitsnormalenvektors bei Parametrisierung mittels der Karte x¢ von Punkt zu Punkt
variieren und nicht explizit als Ausgangspunkt fiir eine Umrechnung geméfs herangezogen wer-
den kénnen. Man kann aber den umgekehrten Weg beschreiten und versuchen, die Koordinaten des
Einheitsnormalenvektors direkt in seinen neuen Koordinaten beziiglich der Karte . zu finden.

Betrachtet man dazu in der Karte s, das Vektorfeld v(P) am Rande € von &, so fallen die
Koordinatenlinien laut Konstruktion der Abbildung jedenfalls mit € zusammen, einer Quadratseite
entspricht dabei jeweils einem Stiick der Berandung. Exemplarisch gilt auf der Quadratunterseite fir
einen Normalenvektor somit die Darstellung v = —v¥3,,, sodaf man iiber die Normierungsforderung

[v]| = v/ (v,v) = (—Uy8y7 —Uyay) =vY\/ga2 =1

iibergehen kann zum nach aufsen gerichteten Einheitsnormalenvektor n = ﬁ mit den Koordinaten
1
V922 .

Damit kénnen in den Randpunkten des Quadratgitters Randbedingungen durch Diskretisierung
analog zu — implementiert werden, wie im Inneren versehen mit einem metrischen Kor-
rekturfaktor. Man kann nun einwenden, daf der Maftensor bzw. f/(z) in den Quadratecken ver-
schwinden und eine Implementierung von Randbedingungen, die die Normalenableitung eines Ska-
larfeldes vorschreiben, durch die in den Ecken auftretende Singularitét ja gar nicht moglich ist. Bei
genauerer Betrachtung der Vorgehensweise in erkennt man aber, daff numerische Werte in
den Eckpunkten zu keiner Zeit an der Simulation beteiligt sind und daher auch nicht bereitgestellt
werden miissen. Diese fiir die Simulation essentiellen Erkenntnisse fassen wir zusammen im

n® =0, nY =—

Satz (Normalenableitung bei konformer Abbildung).
Die Ableitung eines Skalarfeldes in Richtung des nach auflen gerichteten FEinheitsnormalenvektors
ist in den Koordinaten der Karte k, zu bilden durch

1 ow

Ve + 2 Oxi’

Vaw==
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4.5 Warmeleitung am Einheitskreis

Es ist nun an der Zeit, diese reichlich theoretischen Ausfithrungen einer ernsthaften Uberpriifung
durch eine Simulationsstudie zu unterziehen. Ein weiteres Mal soll ein Problem, diesmal am Fin-
heitskreis, formuliert werden, fiir das eine Reihenlésung zu Vergleichszwecken ermittelt werden kann
und das somit dazu geeignet ist, globalen Fehler und Konvergenzordnung zu eruieren. Neben den
beiden CTDS-Verfahren kommt auch wieder die PDE-Toolbox von Matlab zum Einsatz.

Gesucht sei als Reihenlosung die von der Zeit abhéngige skalare Temperaturverteilung u (&, n,t)
auf dem offenen Einheitskreis |(| < 1 fiir beliebige Zeitpunkte ¢ € (0,00), auf dessen Innerem die
instationdre Wéarmeleitungsgleichung gelte, diesmal mit ortsabhéngiger Anfangsverteilung:

ou

a=f€&u, w(&n,0)=1—(&+7°), [CI<1 Y(=¢&+in. (4.13)
Am Rand des Einheitskreises fordern wir fiir t > 0
u(€,n,t) =0, [(|=1 V(=¢&+in. (4.14)

Zur Losung kann man sich an den Ausfithrungen von Abschnitt orientieren, Einfilhrung von
Polarkoordinaten erbringt eine nur von r und ¢ abhéngige Darstellung mittels BESSELscher Funk-
tionen* erster Gattung (|7, S.1227, (37.62)] und [5, S.207]) mit den Nullstellen Ao von Jo(z),

(lk )\ A
)= VBT ) =t =13 5 Bk B,

Nihere Erlauterungen zum Losungsweg in [7, S.1161ff., Bsp. 36.15] und [I8]. Die Lésung kann man

sich in diesem Fall sogar auch durch Mathematica symbolisch bestitigen lassen®.

gi11 = g22 Fh

Abbildung 4.2: Der Maftensor und zwei der Zusammenhangskoeffizienten 1} auf &.

Da im Zuge der Implementierung die Temperaturwerte in den Randgitterpunkten in diesem Fall auf
Grund des Vorliegens einer Dirichlet-Randbedingung fix vorgeschrieben werden kénnen, betrifft die
einzige weitere Modifikation im Programmcode den Laplace-Operator, dessen diskretisierte Form
durch den Wert des kovarianten Maftensors im jeweiligen Gitterpunkt zu dividieren ist. Das so er-
haltene System gewohnlicher Differentialgleichungen kann wieder von Mathematica mittels NDSolve
aufintegriert werden. Durch den Umstand, dafs der Maftensor nun von Punkt zu Punkt variiert,
wiére intuitiv eine Auswirkung auf den Diskretisierungsfehler zu erwarten. Wie die nachfolgenden
Ergebnisse verdeutlichen, ist dem erstaunlicherweise nicht so. Tabelle zeigt, dafl neben der
hohen Genauigkeit (F'D2-Verfahren) bei Verwendung einer geniigend grofen Anzahl an Diskreti-
sierungspunkten sogar die Konvergenzordnung erhalten bleibt. Die Gitter wurden dabei dergestalt
dimensioniert, daf ein direkter Vergleich mit der PDE-Toolbox moglich wird.

4 Die Besselschen Funktionen ¥, (z) = 1 2 [o cos(z sin @ —np)dp geniigen (n € Z) dabei der Besselschen Diffential-
gleichung 2y + xy’ + (z -n )y = O

5egqn = r Dlulr,t],t,1] == x D[rD[ulr,t],r],r]l; bc = ul1l,t] == 0; ic = ulr,0] == 1-r?;
dsol=DSolve[{eqn,bc,ic},ulr,t],{r,t}]
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Abbildung 4.3: Simulationslésung von Problem —: Vergleich der absoluten Fehler.

| Verfahren || Anzahl Gitterpunkte | Absolutes Fehlermittel | errechnete Konvergenzordnung |

FD1 2.116 6.27281 % 10~° —
FD1 8.281 1.61182 % 1077 3.89176
FD1 32.761 4.08124 « 1076 3.94933
FD2 2.116 2.58897 x 10~ 7 —
FD2 8.281 4.55414 % 10~8 5.68487
FD2 32.761 2.83388 % 1077 16.07035
PdeTbx 2.129 1.48329 « 10~4 —
PdeTbz 8.385 3.76648 « 10~ ° 3.93812
PdeTbzx 33.281 9.48946 * 106 3.96912

Tabelle 4.1: Vergleich der arithmetischen Mittel des absoluten Fehlers bei Simulationslésung der
instationéiren Wirmeleitungsgleichung (4.13) am Einheitskreis. Wegen der Dirichlet-Randbedingung
entfallen (1.14)-(1.17) und die Konvergenzordnung von F'D1 wird sogar quadratisch.
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4.6 Quadratwirmeleitung revisited (experimentum crucis)

Nach den iiberraschend exakt ausgefallenen Ergebnissen der Simulation am Einheitskreis vom vor-
hergehenden Abschnitt soll versucht werden, die Simulation aus unter den Vorausset-
zungen zu wiederholen, daff nun das Quadrat durch sich selbst {iber den Einheitskreis konform
parametrisiert wird. In der Praxis stellt diese Vorgehensweise natiirlich den denkbar ungiinstigsten
Zugang zur Problematik dar, sie rechtfertigt sich jedoch neben den Vergleichsméglichkeiten zur
analytischen Losung auch als Teststellung, die zur Priifung der Korrektheit der Implementierung
trefflich geeignet ist. Als Ausgangspunkt dient die in [Abschnitt 3.3 numerisch berechnete und extern
abgespeicherte Randerzuordnungsfunktion 6(p), die den Zusammenhang des Winkels am Kreis mit
dem Winkel am Quadrat mittels einer kontinuierlichen Interpolierenden mit speziellen Basisfunk-
tionen herstellt®. Die exakten konformen Abbildungen (und deren Ableitungen) liegen zwar in Form
der Schwarz-Christoffel-Transformation und deren Umkehrung vor, aber diese Informationen sollen
nur zur Abbildung des Rechengitters auf den Kreis und zu Vergleichszwecken verwendet werden.
Die numerische Abbildung des auf den Kreis transformierten Rechengitters sowie die Berechnung
der dortigen Ableitungsgrofen soll ausschlieflich mit Kenntnis von 0(p) und p(6) erfolgen.

Wir untersuchen zunéchst die Verhéltnisse an der Berandung und wenden uns dann dem Inne-
ren des Einheitskreises zu, z,w und ¢ mégen dabei die unabhéngigen Variablen am Rechengitter,
Kreis und dem Quadrat als dem Bildgebiet bezeichnen. Der Rand des Quadrates wurde durch die
Secans-Funktion parametrisiert” und bei der Herleitung der THEODORSENschen Integralgleichung
wurde zur Ermittlung der Rdnderzuordnungsfunktion, ausgehend von f, die Hilfsfunktion

F(w) = ln¥ =In|f(w)| — In|w| +iarg f(w) — targw (4.15)

betrachtet, sodal es keine Schwierigkeiten bereitet, die Bilder der Kreisperipherie sofort durch

F(€%) = p(O(p)) - ¥

mit alleiniger Kenntnis von 6(¢p) fiir beliebige Punkte ¢! am Kreisrand berechnen zu lassen. Da bei
der vorliegenden Problemstellung keine Randbedingungen vom Dirichlet-Typ vorgeschrieben sind,
miissen zur Auflésung der Newtonschen Randbedingungen die metrischen Grofen auch am Rand
des Rechengitters zur Verfiigung gestellt werden und nach kurzem Rechengang findet man

F(e%) = 0(g) - 09 [o(0(g)) — i (0(2))]

was mit Sicherheit einen der schnellsten Wege darstellt, um numerisch an die am Kreisrand be-
notigten Ableitungsgréfen zu gelangen. Fiir Ableitungen héherer Ordnung kann man analog nach
der Kettenregel vorgehen, diese werden aber (so sie iiberhaupt existieren) zur Implementierung
von Randbedingungen im allgemeinen nicht benotigt. Im iibrigen ist auch die Existenz der ersten
Ableitung an der Kreisperipherie noch zu untermauern, f ist dort jedenfalls stetig und mit der
Rektifizierbarkeit des Quadratrandes folgt {iber die absolute Stetigkeit, daf f fast iiberall (also mit
Ausnahme der Urbilder, die den Quadratecken entsprechen) differenzierbar ist [27, S.70, S.123]8.

Hinsichtlich der Abbildung der Punkte aus dem Inneren des Einheitskreises kann Mathematica
mit der SCHWARzschen Integralformel (2.17) gut umgehen®, das Kurvenintegral wird besonders
ziigig ausgewertet, wenn der Integrationsroutine die Lage der Eckwinkel bekanntgegeben wird.

Zur Vollsténdigkeit der metrischen Grofen fehlen noch die Ableitungen im Inneren des Ein-
heitskreises, und dazu geht man folgendermafen vor. Wir greifen die in anlafbezogen
verschobene Diskussion hinsichtlich der Integraldarstellung der k-ten Ableitungen einer analytischen
Funktion wieder auf und finden mit [I7, S.246, Theorem 4.7d] folgenden

6

verwendet wird die genauere der dort vorgestellten Rénderzuordnungsfunktionen.

7 rho[x_]=Sec[Mod [x+Pi/4,Pi/2]-Pi/4];

8 PriwaLow verwendet den Satz von F. u. M. Rigsz, die absolute Stetigkeit folgt, wenn f am Kreisrand stetig
und von endlicher Variation ist. Rektifizierbare Jordankurven sind von endlicher Variation.

9 £ [w_]:=w*Exp[ ;- *NIntegrate [Log[r [theta[y]]]* ((Exp[I*yl+w)/(Exp[I*yl-w)),{y,0,T,3% 3 T 97}]]
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Satz (Darstellung von f(*) mittels verallgemeinerten CAUCHYschen Integralen).

Der Rand € sei gegeben durch eine positiv orientierte Jordan-Kurve v mit Innerem & dergestalt,
dafs €U & dem Einheitskreis stickweise diffeomorph ist. Ist f(z) auf & regulir und auf €U &
stetig, dann gilt Vz € &

T o

*) (4 _ k! f(©)
[(z) ﬁ(c_z)kﬂ d¢. (4.16)

Nicht nur die holomorphe Funktion selbst, sondern auch deren Ableitungen sind somit im
Inneren allein durch die Funktionswerte am Rand bestimmbar. Diese Aussage laft sich auf die
Hilfsfunktion F'(w) aus (4.15) anwenden, mit ¢ = ¢’ und de?” = ie??dd folgt iiber

fllw) 1 1 (" In|f(e™)] — In|e”| +i(arg f(e") — arge™)

!y — L _ it
Fiw) = flw) w27 ), (e — w)? ¢ dv
die gesuchte Darstellung
w w) [ I p(0(9)) +i(0(9) —9) ,

Der Ursprung w = 0 macht wegen der unbestimmten Form dabei noch Kopfzerbrechen. In diesem
Fall liefert der zweite Summand in keinen Beitrag, da nach Voraussetzung f(0) = 0 und
17(0) > 0 gilt. Eine erneute Anwendung der CAUCHYschen Integralformel, diesmal auf die Funktion
f(w)/w, liefert auch den dortigen Wert der Ableitung (= 1.0787052, Fehler 2.25 - 10~1%) durch

oy L f©) _ LT p(8(9))et !
f(o)—zmﬁc(c_o)dg—zﬂ/o Tdﬁ'

Mit den obigen Formeln ist man in der Lage, die Punktabbildung Q — & — £Q sowie simtliche zur
Simulation notwendigen metrischen Gréfien durch Mathematica berechnen zu lassen. Die nétigen
Fallunterscheidungen implementiert man mit der Routine Piecewise[], die numerischen Werte am
Rechengitter werden nur einmalig berechnet und zur spéteren Verwendung extern abgespeichert.
[Abbildung 4.4] visualisiert die Fehlerverhéltnisse, wenn e(z) := |( —z| und €’(z) := [/ —1| betrachtet
wird!?. Wir bemerken noch, daf eine Verfeinerung des Rechengitters auf e(z) keine Auswirkungen
hat, fiir e/(z) wiirde man dies auf Grund der dichteren Lage der Bildpunkte am Einheitskreis
um %" herum intuitiv erwarten, da die Giite der Approximation von ¢ bei Anndherung an die
Quadratecken gemif abnimmt. Fiir die betrachteten Rechengitter zeigen sich aber
diesbeziiglich keine Effekte, weder qualitativ noch quantitativ. Ferner werden die Fehlermaxima

jeweils wieder am Rand angenommen.

Die hergeleiteten Formeln haben nicht nur fiir den konkret betrachteten Fall der Abbildung des
Einheitskreises auf das Quadrat Giiltigkeit, sondern sind in allen Fdéllen anwendbar, in denen die
Rinderzuordnung bereitgestellt werden kann. Man sieht aber, dafs dafiir einiger theoretischer Auf-
wand getrieben werden muf, der sich zuséatzlich steigert, falls die Gestalt der in einer betrachteten
Anfangsrandwertaufgabe involvierten Differentialoperatoren es notwendig macht, auch Ableitungen
hoherer Ordnung zu studieren. Wir bemerken, dafs diese Anstrengungen bei entsprechenden Glatt-
heitseigenschaften der Berandung und hinreichender Kreisndhe des Gebietes durch Verwendung
trigonometrischer Interpolation zur Konstruktion der Rénderzuordnung vermieden werden kénnen,
denn dann sind mit f(w) = wef ™) auch die Ableitungen viel bequemer auswertbar.

In wurde der Simulationslosung die exakte Losung zum Vergleichszeitpunkt ¢ = 4
gegeniibergestellt und das absolute Fehlermittel am Quadratgitter betrachtet, was auch fiir diesen
Abschnitt gelten soll. Bei Auswertung der Reihenlésung taucht zunédchst die Fragestellung
auf, ob die Variable z oder ¢ als Argument zur Auswertung herangezogen werden soll. Durch die

10 Bei Bildung der Ableitung kommt (4.12)) zur Anwendung, die Singularititen in den Quadratecken kénnen unbe-
riicksichtigt bleiben, da bei der Simulation keine Werte an diesen Stellen bendtigt werden.



KAPITEL 4. ANWENDUNG KONFORMER KOORDINATENTRANSFORMATIONEN 58

Abbildung 4.4: e(z) und €'(z) auf Q201,201 bei Parametrisierung des Quadrates durch sich selbst.

konforme Abbildung entsteht ndmlich eine geringfiigige numerische Verschiebung der Gitterpunk-
te in der (maximalen) Gréfenordnung e(z) ~ 2.107!!, wobei davon wieder die Randpunkte am
starksten betroffen sind. Die Frage kann dahingehend beantwortet werden, daf fiir die Menge der
Punkte des Rechengitters als Teilmenge einer Mannigfaltigkeit eine Punkttransformation nicht in
Frage kommt. Vielmehr wird durch die konforme Abbildung eine Koordinatentransformation ver-
mittelt und folglich ist die Reihenlésung mit z als Argument auszuwerten. Zur Visualisierung des
Temperaturfeldes sind dann natiirlich die kartesischen Koordinaten (&, ) zu verwenden.

Die Modifikation des in [Kapitel 1] verwendeten Simulationscodes gestaltet sich iiberaus einfach,
nach Einlesen der bereits berechneten und abgespeicherten (komplexen) Zahlenwerte fiir f(i, )
bildet man in den Gitterpunkten die GroRe x (i, j) = | f/(i,5)|?, durch die der diskretisierte Laplace-
Operator zu dividieren ist. Die Randbedingungen an den Gitterseiten bleiben bis auf die Unterseite
unverdndert, dort ist bei Verwendung der 5-Punkt-Diskretisierung zu ersetzen durch

 48u(i,2) — 36u(i, 3) + 16u(i, 4) — 3u(i, 5)

254+ 124/x(7,1)Ay

Es stellt sich erfreulicherweise heraus, dafs die iiber die Metrik in die Warmeleitungsgleichung
eingebrachte Unschéarfe im Standardfall nicht ausreichend ist, um wesentlichen Einfluff auf das Er-
gebnis auszuiiben. Der relative Fehler deckt sich fiir 51 x 51 und 101 x 101 Gitterpunkte qualitativ
wie quantitativ mit den Resultaten aus lediglich an der Unterseite des Quadrates sind
bei Verfeinerung des Rechengitters auf 201 x 201 Punkte im relativen Fehler erste minimale Os-
zillationen feststellbar. Daraus kann bei der vorliegenden Konstellation geschlossen werden, dafs
die numerischen Ungenauigkeiten von x erst dann beginnen Wirkung zu zeigen, wenn man die Si-
mulationslésung in den Genauigkeitsbereich von 10 Nachkommastellen, mithin in den Bereich der
Approximationsgiite der Rénderzuordnungsfunktion selbst, treibt. Bei eventuell auftretenden Pro-
blemen wire demnach an eine Verbesserung der Giite der Rénderzuordnungsfunktion zu denken.
Der Vollstédndigkeit halber sind die berechneten absoluten Fehlermittel in Tabelle angefiihrt.

u(i, 1) (4.18)



Kapitel 5

Studie: Warmeleitung im Zahn

In der Zahnmedizin verwendet man Lasertechnologien zur Behandlung von Entziindungsherden an
der Wurzelspitze als weitgehend schmerzfreie Alternative zur Resektion [9]. Letztere stellt einerseits
einen unangenehmen chirurgischen Eingriff dar, andererseits kommt es nach einiger Zeit dennoch
haufig zur erneuten Abszessbildung und in weiterer Folge zum Verlust des Zahnes. Es wird daher
versucht, den befallenen Bereich iiber den Zahnkanal zu erreichen und durch Warmebehandlung
mittels Laser eine Abheilung der Entziindung zu erzielen, wobei als wesentliche Nebenbedingung bei
dieser Behandlungsmethode eine Schidigung des angrenzenden, gesunden Gewebematerials durch
Uberhitzung unter allen Umstéinden zu vermeiden ist. Wir entwickeln in diesem abschlieRenden
Kapitel ein dreidimensionales Simulationsmodell unter Zuhilfenahme der konformen Abbildung,
das Aufschluf iiber die Warmeverteilung im Zahn bei Laserbehandlung ermdéglichen soll.

5.1 Anatomische Grundlagen

Abbildung 5.1{gibt einen schematischen Uberblick iiber einen im Kiefer verankerten Zahn' und zeigt
ein Rontgenbild eines Entziindungsherdes?. Man unterscheidet zuniichst zwischen Zahnkrone (8),
also dem sichtbaren Bereich, und der Zahnwurzel (12), die Grenze (11) wird als Zahnhals bezeichnet.

Im Innersten des Zahnes, der Pulpa (4,5,6 und 25), befindet sich nerven- und geféfreiches
Bindegewebe, das iiber einen Eintritt an der Wurzelspitze (15) versorgt wird und sensorisch an den
fiinften Gehirnnerv (N. trigeminus) angebunden ist. Die Pulpa wird zur Génze umgeben vom Zahn-
bein oder Dentin (3), einer knochenéhnlichen Substanz, die von mikroskopischen Kanélen durchsetzt
ist, in denen radiér die Nervenbahnen auslaufen. Der Grofiteil der gesamten Zahnsubstanz besteht
aus Zahnbein. Das empfindliche Dentin ist im Bereich der Zahnkrone mit einer emaildhnlichen
Schutzschicht {iberzogen, dem Zahnschmelz oder Enamel (2), der hirtesten Substanz des Korpers.

Im Bereich des Zahnhalses geht der Zahnschmelz {iber in das Cementum (7/griin dargestellt),
den Zahnzement, das die gesamte Wurzel in einer diinnen Schicht iiberzieht. Hier findet auch der
Ubergang vom Zahn- zum Zahnhalteapparat oder Parodont (17) statt, der den Zahn mit dem um-
liegenden Knochengewebe (23) fest verankert. Der Bereich des Parodontiums wird durch hohe Tem-
peraturen geschéidigt, was bei Einbringung einer Warmequelle iiber den Wurzelkanal in den Bereich
des Entziindungsherdes zu beriicksichtigen ist. In Analogie des Uberganges von Enamel auf Cemen-
tum erfolgt in einer weiteren Gewebsschicht des Halteapparates ein Ubergang des Zahnfleisches,
Gingiva (19), auf die Wurzelhaut oder Desmodont (22). In diesem thermisch sehr sensiblen Bereich
erfolgt unter anderem die Neubildung von Fibroblasten, Fibrillen, Cementum und Knochengewebe.

! https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cross_sections_of teeth intl.svg
2 Mit freundlicher Genehmigung nach Anfrage per Email an DrR. MARTIN S. SPILLER, https://doctorspiller.com
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Abbildung 5.1: Klassifizierung der Zahnbereiche durch schematische Darstellung des Zahnquer-
schnitts (links) und Entziindungsherde an der Wurzelspitze am Rontgen (rechts).

5.2 Entwicklung des Grundmodells

Wihlt man als zweidimensionales Simulationsgebiet eines der in [Abbildung 3.7] durch das Einheits-
quadrat parametrisierten Gebiete, wobei den rein imaginéiren Punkten auf der 7-Achse die Offnung
des Zahnkanals (iiber den spéter eine Wirmequelle eingebracht werden soll) entsprechen moge und
an der Berandung des Gebietes der Bereich des Parodonts bzw. die Zahnkrone angesiedelt ist, so
fehlen zur Durchfiihrung eines Simulationslaufes noch die Ableitungen der zugehérigen konformen
Abbildung, mit deren Hilfe dann der metrische Fundamentaltensor und andere relevante Grofen
wie die Christoffelschen Symbole ermittelt werden kénnen. Im Falle der Simulation am Einheitskreis
waren diese Grofen analytisch bekannt bzw. wurde deren Herleitung fiir den Fall der numerischen
Quadratabbildung tiber den Einheitskreis in Abschnitt [4.6] eingehend erdrtert.

Zur numerischen Ermittlung der metrischen GroRen der Abbildung f = goh : Q — & vom
Quadrat auf den Zahnquerschnitt ist zu beachten, daf in diesem Fall die konforme Abbildung vom
Einheitskreis auf den Querschnitt, g : € — &, iiber das konjugierte trigonometrische Interpolations-
polynom P(w) konstruiert wurde. Wihlt man daher fiir h(z), h : Q — €, die Transformation ,
bildet mit g(w) = w-eF ™) und P(w) = ag/2+" (ax, — iby)w” nach der Kettenregel g(h(2)),
so errechnen sich die Ableitungen der konformen Abbildung vom Quadrat auf den Querschnitt zu

f'(2) = & +ine = g'(w)h'(2) = B (2)e” ) (wP' (w) + 1),

f//(z) — fa;a: + Z?’]gm — gl/h/2 + hl/g/ — eP [h// _"_ Pl(2h/2 _"_ wh// + wh/QP/) + wh/QP/I] .
Da die Fourier-Koeflizienten bereits im Zuge der Iteration der Rdnderzuordnungsfunktion berechnet
wurden und extern abgespeichert sind, kénnen diese Ausdriicke mit Mathematica bequem implemen-
tiert, einmalig berechnet und fiir verschiedene Gittergrofen ebenfalls extern abgespeichert werden.
Um auch hier wieder Fehlerquellen bei der Implementierung auszuschliefsen bietet es sich an, die
Ableitungen unter Verwendung des trigonometrischen Interpolationspolynoms fiir den Fall der ge-
spiegelten Ellipse testweise auszuwerten und mit jenen der exakten Abbildung abzugleichen.

Fiir jede der drei Geometrien kann somit eine Liste mit sdmtlichen fiir das diskrete Gitter relevanten
Informationen® ausgewihlt werden, die vor dem Simulationslauf eingelesen wird.

3 Abgespeichert werden die Gitterdaten in Form einer Liste komplexer n x n-Matrizen:
gitterinfo=Chop[{zgrid,wgridexakt,zeta,fstrichgrid,f2strichgrid,nprec},10” -nprec]
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Als erste Testsimulation wurde auf den drei Zahngeometrien wieder die instationdre Warmelei-
tungsgleichung mit Anfangsbedingung u(£,7,0) = 1 gerechnet, als Randbedingung sei auf dem der
Quadratoberseite entsprechenden Teil der Berandung V,u = —u vorgeschrieben, die restlichen drei
Quadratseiten mogen adiabatisch isoliert angenommen werden. Dabei kann zur Diskretisierung der
Quadratoberseite wieder verwendet werden. Die resultierenden Temperaturverteilungen sind
in ersichtlich, der Umstand, daf die Isothermen orthogonal zu den Bildern der drei
Quadratseiten laufen, kann als Indiz fiir die Korrektheit der Implementierung gedeutet werden.

Abbildung 5.2: Temperaturverteilung (¢ = 50) und Isothermen auf den drei Zahngeometrien.

So erfreulich sich die gewonnenen Simulationsergebnisse auch prisentieren (die Erfahrungen am
Kreis und dem Quadrat legen zusétzlich nahe, daf sich, abgesehen vom Diskretisierungsfehler, die
Fehlergenauigkeit im Bereich des Approximationsfehlers der Rdnderzuordnungsfunktion bewegen
wird), geben sie doch Anlafs zu einer kritischen Hinterfragung. Da es sich bei Zdhnen im allgemei-
nen um dreidimensionale Gebilde handelt, ist die Qualitdt der errechneten Temperaturverteilung
hinsichtlich einer dreidimensionalen Modellerweiterung zu beurteilen. Der konformen Transforma-
tion liegt der Laplace-Operator in kartesischen Koordinaten als Ausgangsiiberlegung zu Grunde,
interpretiert man diesen in drei kartesischen Raumkoordinaten, so bedeutet eine Reduzierung auf
den zweidimensionalen Querschnitt, daf durch Fallenlassen der dritten Ortsableitung gefordert wird,
daf sich das Temperaturfeld in dieser Koordinatenrichtung nicht dndert. Die Resultate sind also
nur aussagekriiftig fiir den Fall eines unendlich ausgedehnten Rohres, dessen Querschnitt in jedem
Punkt der dritten Koordinatenachse auf das zweidimensionale Gebiet & fiihrt. L&t man hingegen
& um die 7-Achse rotieren, so wird dies auf eine realistischere dreidimensionale Zahngeometrie fiih-
ren, allerdings wéire dann der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten zu Grunde zu legen. Diesen
Uberlegungen wird in den folgenden Ausfiihrungen Rechnung getragen.

Es seit in kartesischen Koordinaten (£,1,3) ein rotationssymmetrisches Gebiet &* C R? gege-
ben, wobei mit der n—Achse die Rotationsachse bezeichnet werde. Sei weiters mit

flz +iy) =&(z,y) +in(z,y)

eine konforme Abbildung (analytisch oder durch numerische Konstruktion) gegeben, die das Ein-
heitsquadrat der (z,y)-Ebene fiir 3 = 0 auf den Querschnitt & von &™ in der (-Ebene abbildet.
Durch Einfiihrung neuer, orthogonaler Koordinaten (z,y, ¢) mittels

§=¢(z,y)sing

n=mn(z,y) (5.1)

3 =¢&(z,y)cosp

4 Da das Symbol ¢ reserviert ist zur Bezeichnung der komplexen ¢-Ebene bzw. die komplexen Zahlen ¢ = £ 4+ in
durchgehend zur Beschreibung der Geometrie in kartesischen Koordinaten verwendet werden, wird hier als dritte
Raumkoordinate die kartesische 3-Achse eingefiihrt.
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erhélt man, ausgehend von gg; = dj; im Falle kartesischer Raumkoordinaten, unter Beachtung
des Transformationsgesetzes (4.4) und &, = n,, §, = —n, fiir den kovarianten Fundamentaltensor

(Abbildung 5.3|) die neuen Koordinaten

&+n; 0 0
Gij = 0 E+n2 0

-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5

Geometrie 1: g11 = ga2 Geometrie 1: T'}; Geometrie 1: T'},

-5 0 5 5 0 5 -5 0 5

Geometrie 2: g11 = ga2 Geometrie 2: T'}, Geometrie 2: T'1,

-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5

Geometrie 3: g11 = ga2 Geometrie 3: T} Geometrie 3: T'1,

Abbildung 5.3: Der Mafitensor und jeweils zwei der (unabhéngigen) Zusammenhangskoeffizienten

(4.11) auf den Geometrien 1 — 3.
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Man ersieht daraus, daf der Mafstensor vom Drehwinkel ¢ unabhéngig ist und es folgt geméaf (4.10))
mit der Setzung x = £2 + n? fiir den Laplace-Operator in den neuen Koordinaten (z,y, ¢)

1 Pu  0%*u 1 ou ou 1 0%u
“Yleztar e (%x "zay)] £ og?
wobei auf Grund der Forderung nach einem von ¢ unabhéngigen Temperaturfeld darin der letzte
auftretende Summand fallengelassen werden kann. Man hat also mit einen recht einfachen
Ausdruck gefunden, was nicht unbedingt zu erwarten war, da die Bildung der Ableitungen
der Komponenten des kontravarianten Maftensors sowie jener der Determinante des kovarianten
Mafstensors vorschreibt. Wie man sich durch Nachrechnen aber iiberzeugt, entfallen simtliche die
zweiten Ableitungen &, und 71,, beinhaltenden Terme®. Neben dem Umstand, daf durch die dreidi-
mensionale Erweiterung des Modells ein weitaus realistischeres Szenario geschaffen wird, erweist sich
diese Vorgehensweise auch dahingehend als vorteilhaft, als bei der Simulation nur auf der Hélfte des
Zahnquerschnitts gerechnet werden muf, was eine Einsparung an Rechenleistung mit sich bringt:
Um Diskretisierungspunkte auf der Rotationsachse zu gewahrleisten, wahlt man fiir ein Rechen-
gitter 9, ,, eine ungerade Anzahl n an Stiitzstellen, Einschrankung auf die rechte Quadrathélfte
erbringt eine (nahezu) Halbierung der zu Grunde liegenden Gitterpunkte von n? auf (n? + n)/2.

Ay (5.2)

Es gilt allerdings zu beachten, daft nunmehr eine andere Geometrie vorliegt und somit
nur im Inneren eines Gebietes gefordert werden kann, das durch Einschrdnkung auf die rechte
Seite des Einheitsquadrates, (0,1) x (=1, 1), parametrisiert wird. Hinsichtlich der Randbedingungen
hat dies zur Folge, daff fiir Punkte auf der n-Achse V,u = 0 eine mogliche Vorschrift darstellt
(andernfalls wiren die Isothermen auf der Rotationsachse nicht mehr differenzierbar), die iibrigen
Randbedingungen kénnen unverdndert iibernommen werden. Die Plausibilitdt dieser Forderung
ersieht man auch durch Untersuchung des Ausdrucks (§;uy; — n5uy)/€ bei Anndherung & — 0+ an
die n-Achse: Um zu einer unbestimmten Form zu gelangen, muft ndmlich der Z&hler verschwinden,
unter Beriicksichtigung von 7, — 0 (dieser Umstand ist allgemein giiltig fiir beziiglich der 7-Achse
symmetrische Gebiete®) ist dann u, — 0 zu fordern.

Abbildung 5.4: 3D-Modell mit transformiertem Laplace-Operator: Isothermen fiir ¢ = 50.

Simuliert man zunéchst testweise die urspriingliche, zweidimensionale Aufgabenstellung auf der
halben Geometrie mit adiabatischer Isolierung der Rotationsachse als neuer Randbedingung, so
stimmen die Ergebnisse auf etwa vier Nachkommastellen mit jenen aus iiberein.

Eine dreidimensionale Modifikation des Modells — das Temperaturfeld und die Isothermen

sind in dargestellt — bewirkt hingegen qualitativ, daf bei Verwendung des Laplace-
Operators (5.2]) auf allen drei Geometrien tendenziell mehr Warme iiber die Newtonsche Randbe-

dingung auf der Oberseite abgefiihrt wird. In der Tat bestéitigt auch der Vergleich durch Bilden

5 ' ist dennoch numerisch als Teil der Gitterinformation fiir den Eventualfall extern abgespeichert.

6Ist f symmetrisch beziiglich der n-Achse, so gilt &(—z,y) + in(—z,y) = —&(z,y) + in(x,y), also £(0,y) = 0 Vy,
die y-Achse wird auf die n-Achse abgebildet und dort gilt 1. (0,y) = lims_,o [7(d,y) — n(—9,y)] /26 = 0. Daraus
kann man auf der Rotationsachse wegen f’ # 0 dann auch noch £;(0,y) # 0 folgern.
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der arithmetischen Temperaturmittel zum Zeitpunkt ¢ = 50 in allen Gitterpunkten von Q101,101
eine teilweise sehr signifikante Reduktion der Durchschnittstemperaturen um 3% (Geometrie 1; von
0,48 auf 0,46), 30% (Geometrie 2; von 0,4 auf 0,28) bzw. 44% (Geometrie 3; von 0,34 auf 0,19)
gegeniiber dem Ausgangsmodell. Vor allem bei den letzten beiden Querschnitten enscheidet sich
also, ob das Parodont durch eine mangelhafte Modellbildung gegrillt wird oder nicht.

Bei der Implementierung des neuen Modells ist ferner zu beachten, daf nun neben den zweiten
Ortsableitungen auch die ersten Ableitungen des Temperaturfeldes auftauchen und entsprechend
diskretisiert werden miissen. Um die selbe Fehlerordnung wie bei Diskretisierung der Randbedin-
gungen zu erzielen, ist es zweckmiRig, sich an Beispiel 2 aus zu orientieren, fiir die
Ableitungen in den Punkten im Inneren des Rechengitters bedeutet dies exemplarisch fiir die -
Richtung, wenn dabei eine ungerade Anzahl n an dquidistanten Diskretisierungspunkten auf dem

n+

gesamten Quadrat mit ng = Tl angenommen werde,

— g0 i(t i (t)— i1 (t o (t 3
Wita,;(H)+8u +1,.7(1)2A8u 1 () Fui2,4( ), i=np+2..n—2
Ou(ws, yj, t) ay J ZBuic1 ()= 10us 5 () +18uig ;5 (8) —6uige (D tuigs (B . 1

O ~ 12A » t=nr+

—Ui—3,5 (t)+6ui_2,j (1‘,)—181Li_113(t)+10u13y]' (t)+3u7¢+11j (t)
12A

, t=mn—1.

Wirft man abschlieffend einen Blick auf die Konvergenz- bzw. Konsistenzverhéltnisse des ro-
tationssymmetrischen Modells, so muf beachtet werden, daf ein Vergleich der Durchschnittstem-
peraturen bei Verdoppelung der Anzahl der Rechengitterpunkte nur bedingt Aussagekraft besitzt.
Dies ist in dem Umstand begriindet, dafs die Bildpunkte auf der Geometrie nicht mehr dquidi-
stant liegen und somit eine ungewollte Gewichtung der Temperaturen auftritt. Ahnliches gilt bei
Untersuchung der Minima bzw. Maxima bei Gitterverfeinerung, da die Extrema auch auf den neu
hinzukommenden Gitterpunkten zu liegen kommen kénnen, wodurch ein Vergleich unzuldssig wird.
Da der Ursprung wegen f(0) = 0 allen Gittern gemeinsam ist, kann die dortige Verdnderung der
Temperatur als brauchbare Referenz dienen, die Ergebnisse sind in angefiihrt.

’ Geometrie H Anzahl Gitterpunkte \ Ursprung \ Abweichung \ Durchschnitt \ Abweichung ‘

1.326 (26 x 51) 0.507636 — 0.463739 —
1 5.151 (51 x 101) 0.507906 0.05% 0.464922 0.25%
20.301 (101 x 201) 0.507932 0.005% 0.465391 0.1%

1.326 0.297975 — 0.274446 —
2 5.151 0.298824 0.285% 0.276064 0.59%
20.301 0.298964 0.047% 0.276494 0.16%

1.326 0.197521 — 0.187529 —
3 5.151 0.199831 1.17% 0.190526 1.6%
20.301 0.200397 0.283% 0.191321 0.42%

Tabelle 5.1: Zur Konvergenz des Rotationsmodells auf den drei Geometrien (¢ = 50). Die Ab-
weichung errechnet sich durch Quotientenbildung mit dem Wert des Modells mit verdoppeltem
Gitterabstand.

Daraus kann abgeleitet werden, daft die Kreisndhe der Geometrie auch global Einflufs auf die
Konvergenzgeschwindigkeit nimmt. Eine weiter zunehmende Gitterverfeinerung, also die Halbierung
der Gitterpunktabstdnde unter Verwendung von 201 x401 Rechenpunkten, ist im {ibrigen auf dem zu
allen Berechnungen durchgehend verwendeten Standard-Notebook mit 8 GB Arbeitsspeicher nicht
mehr gelungen. In diesem Fall verabschiedet sich die Routine NDSolve, ohne die konkreten Ausléser
der ungeplanten Absenz mitzuteilen (definitiv ein Speicherproblem). Als Grund dafiir ist neben dem
Umstand, dafs dann ein gekoppeltes System von etwa 80.000 gewohnlichen Differentialgleichungen
zu l6sen ist, vor allem auch im Auftreten der zuséitzlichen Terme im Laplace-Operator anzusehen.
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5.3 Parameteriiberlegungen und Modellerweiterungen

Das vorgestellte Grundmodell ist vermoge der instationdren Warmeleitungsgleichung in der Lage,
Vorhersagen iiber die Warmeausbreitung auf der Geometrie unter Beriicksichtigung der Rotations-
symmetrie zu téatigen. Erwégungen hinsichtlich der physikalischen Grofen, der Randbedingungen,
der eingebrachten Warmequelle sowie moglicher Modellerweiterungen beschliefen dieses Kapitel.
Die exakte Identifikation der Parameter bleibt — ebenso wie das Durchfiihren numerischer Experi-
mente zum Abgleich mit gegebenenfalls vorhandenen Messdaten — dem Anwender {iberlassen.

5.3.1 Erhebung realistischer Parameter

Wie ein Blick auf die instationdre Wéarmeleitungsgleichung zeigt, ist dort der Thermische
Diffusionskoeffizient k alleinverantwortlich fiir die Geschwindigkeit der Wéarmeausbreitung im In-
neren der Geometrie. In den bisherigen Betrachtungen wurde der Bequemlichkeit halber von k = 1
ausgegangen und daff man mit diesem Ansatz per Zufall sogar eine ganz passable Ersteinschét-
zung getroffen hat, bestitigt sich durch einen Blick in die Fachliteratur [26) Fig. 5]. Dort werden
fiir Dentin und Enamel Werte angegeben, die sich im Bereich x ~ 2 — 5 x 1077[m?s~!] bewegen.
Legt man, wie sich aus der Skalierung der Geometrien ergibt, [mm] als Einheit zu Grunde, so ist
es gerechtfertigt, mit x = 0,3[mm?s~1] als Parameter in den Simulationslauf zu gehen, dem man
beispielsweise eine konstante Anfangstemperaturverteilung von ug = 36 °C vorschreiben kann.

Denkbar ist auch, verschiedene Bereiche im Inneren der Geometrie zu definieren, die der Pulpa,
dem Dentin und dem Schmelz entsprechen und dort mit verschiedenen Diffusionskoeffizienten zu
operieren. Dies ist aber nur zuléssig, sofern diese in den Bereichen konstant gehalten werden, da sich
bei Ortsabhéngigkeit von « die Gestalt der rechten Seite von andern und Ortsableitungen von
# beinhalten wiirde. Ahnliche Uberlegungen sind anzustellen, will man den Koeffizienten zusétzlich
abhéngig machen von der in einem Punkt vorherrschenden Temperatur. In diesen Féllen ist es
zielfiihrend, sich die Zusammenhénge zunéchst in koordinatenfreier Weise zu verdeutlichen und
dann mit Hilfe der Transformationsgesetze in den speziellen, konformen Koordinaten zu realisieren.

Hinsichtlich der Randbedingungen gilt es zu iiberlegen, daf bei Abwesenheit von Wéarme-
quellen im Inneren und konstant vorgegebener Anfangstemperatur kein Zu- oder Abfluft iiber den
Geometrierand erfolgen sollte. Zudem ist das Vorschreiben fixer Randtemperaturen tiber Dirichlet-
Bedingungen jedenfalls im Bereich der Zahnwurzel nicht zielfithrend, da sich ja dort ein Tempera-
turprofil in Abhéngigkeit einer spéter im Bereich der Rotationsachse einzubringenden Warmequelle
einstellen soll. Mit diesen Uberlegungen kommt

0, x=0, ye(

aw(ug —u), z€(0,1), y=-1
aw(ug—u), z=1, ye(-1,1)
ag(ug—u), ze€(0,1),y

worin bei Geometrie 3 der Bequemlichkeit halber der Ubergang von Zahnwurzel zu Zahnkrone im
Punkt (1,1) des Rechengebietes zu liegen kommen soll. Dies stellt aber keinerlei Einschrankung dar,
selbstverstandlich kénnen durch entsprechende Routinen beliebige Randbedingungen fiir beliebige
Bereiche der Berandung implementiert werden. Die positiven Parameter ay und ay fithren dabei
Warme ab, solange sich die Randtemperatur oberhalb einer Referenztemperatur befindet.

Die Warmeiibergangskoeffizienten (ax von Enamel in Luft im Bereich der Krone bzw. ay vom
Cementum in das zahnexterne Knochengewebe im Bereich der Wurzel) miissen experimentell be-
stimmt werden. Einen Anhaltspunkt iiber die ungefdhre Grofenordnung erhélt man in [24] S.1640]:
Hier wird im Zuge numerischer Experimente ausgehend von ~ 103[Wm~2K~!] der Ubergangspa-
rameter jeweils um eine Zehnerpotenz verkleinert, was einer Annéherung an adiabatische Isolierung
entspricht. Unterstellt man einen geringeren Warmeiibergang im Bereich der Zahnkrone, so scheinen
aw = 1074 Wmm=2K~!] und ax = 1075[Wmm 2K '] plausible Ausgangsparameter.
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5.3.2 Modellierung der Warmequelle

Die thermische Behandlung sieht die Applikation einer Warmequelle mit Hilfe einer Laserappara-
tur vor, die entlang des Wurzelkanals auf- und abbewegt wird und dabei den umliegenden Bereich
erwarmt. Da dem Wurzelkanal die n-Rotationsachse entspricht kann in Erwadgung gezogen werden,
diesen Vorgang durch entsprechende Abinderung der dortigen Randbedingung zu modellieren, was
erreicht werden koénnte durch den Ubergang von Vyu = 0 zu Viau = a(0,7,t). Diese Vorgehens-
weise bringt aber Nachteile mit sich: Einerseits steht man dann wieder vor der Schwierigkeit der
Parameteridentifikation einer nunmehr zeit- und ortsabhéngigen Randbedingung, zum anderen sind
wegen des Diskretisierungsprozesses Probleme numerischer Natur zu erwarten und schlieflich kann
der Umstand, dafs der zu modellierende Laserimpuls eine gewisse, justierbare Streubreite im Sinne
einer Tiefenwirkung haben soll, nur in wenig zufriedenstellender Weise nachgebildet werden.

Ein alternativer und auch flexiblerer Ansatz bei der Modellierung des Laserimpulses besteht
darin, dafs die Warmezufuhr nicht iiber den Rand Eingang findet, sondern in Form eines zeit- und
ortsabhédngigen Quellterms im Inneren der Geometrie beriicksichtigt wird,

—£2 — (n —no — vt)?
S

O(Ea m, t) = Uamyp * €XP

Bei einem solchen Quellterm handelt es sich um eine Invariante (eine Transformation bei Wechsel
der Koordinaten mufs also nicht gesondert untersucht werden), die zur rechten Seite von Gleichung
addiert wird. Ein derartiger Basisimpuls liegt somit in Gestalt einer entlang der n-Achse mit
Geschwindigkeit v nach unten (v < 0) oder oben (v > 0) wandernden Glockenkurve mit Ampli-
tude ugmp, Aufpunkt 1y und Streubreite s vor, durch eine entsprechende Implementierung mittels
der Routine Which kann das Signal in Ort und Zeit nach Belieben variiert werden (etwa Auf- und
Abwandern eines pulsierenden Signals). Die Quelle ist numerisch gutartig und laft zudem eine Jus-
tierung der Eindringtiefe iiber den Parameter s zu, orientiert man sich an der zweidimensionalen
Normalverteilung, so liefe sich durch zusétzliche Einfiihrung eines Korrelationskoeffizienten prin-
zipiell auch noch eine bevorzugte Richtung der Quelle auszeichnen. Auf der Rotationsachse selbst
wird sich die Temperatur weiterhin durch Diskretisieren der Randbedingung V,u = 0 einstellen.

5.3.3 Ergebnisse

Wie schon bei den Warmeiibergangskoeffizienten bleibt auch die korrekte Identifikation der La-
serparameter dem Anwender durch Abstimmen experimentell gewonnener Daten mit dem Simu-
lationsexperiment iiberlassen. Es ist aber das Modell durch die oben erfolgten Betrachtungen und
Erweiterungen bereits zu einem solchen Grad entwickelt worden, daf abschliefend eine Simulation
prasentiert werden soll, die deren Leistungsfihigkeit aufzeigen kann.

Eine konstant abgebende Wérmequelle mit wg, = 400 und s = 2/10 wandere dazu in der ro-
tationssymmetrischen Geometrie 3 mit v = —1/5 fiir eine Zeitdauer von 60s von ny = 5 aus entlang
der n-Achse abwérts in Richtung des Punktes (0, —7). Der Simulation mit 101 x 201 Gitterpunk-
ten liegen als Anfangstemperatur vy = 36 und als weitere Parameter x = 3/10, ay = 10~ und
oz, = 10~ zu Grunde, [Abbildung 5.5|zeigt unterhalb der resultierenden Temperaturprofile auch die
Temperaturverhiltnisse auf der Berandung in Abhéngigkeit des Winkels 6 € [—7/2,7/2]. Dort ist
die Kenntnis der Temperaturverteilung deshalb von besonderem Interesse, weil sie dem behandeln-
den Mediziner Einsichten iiber eine eventuell eintretende Schidigung des Parodonts ermdoglicht.
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Abbildung 5.5: Vom Rotationsmodell auf Geometrie 3 erzeugte Isothermen einer vom Punkt (0, 5) in
den Punkt (0, —7) abwérts bewegten Wiarmequelle (oben) sowie zugehdrige Temperaturverteilungen
auf der Berandung als Entscheidungsgrundlage zur Justierung der Laserquelle (unten).

5.3.4 Inhomogenititen und Anisotropien

Zum Abschlufs der Betrachtungen am Zahnmodell soll, ohne dafs die folgenden Aspekte Eingang in
die Implementierung finden, die Auszeichnung einer bevorzugten Richtung der Warmeleitung sowie
die Beriicksichtigung unterschiedlicher Materialeigenschaften diskutiert werden.

Dazu seien wieder (£,7,3) kartesische Koordinaten eines beziiglich der n-Achse rotationssym-
metrischen Gebietes &* C R®. Gesucht in &* sei (mit den iiblichen Randbedingungen) die Losung
einer modifizierten Wéarmeleitungsgleichung, gegeben in koordinatenfreier Formulierung durch

% =k div (\/@@grad u) + 0.

Mit ®, dem Diffusionstensor, taucht eine neue Grofe in der Warmeleitungsgleichung auf. Aus-
gehend von seiner 2-fach kontravarianten, symmetrischen Natur erfolgt eine Uberschiebung mit
dem (kovarianten) Temperaturgradienten, auf das Resultat, ein kontravariantes Vektorfeld, wirkt
anschliefiend die Divergenz. Wird ® in kartesischen Koordinaten mit (nicht notwendigerweise kon-
stanten) Koeffizienten d*/ angesetzt, dann sind bei konstantem » die Materialeigenschaften homogen,
die Warme breitet sich jedoch anisotrop aus (die ausgezeichneten Richtungen konnen dabei zusétz-
lich von Punkt zu Punkt variieren). Héngt der thermische Diffusionskoeffizient ebenfalls vom Ort
ab (die nicht-konstante aber skalare Funktion (&, 7, 3) steht dann im Inneren der Divergenz), kann
damit die inhomogene Warmeausbreitung beschrieben werden. Man rechnet nach, daf auf Grund
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der Produktregel dann zusétzlich zum in konkreten Koordinaten realisierten Laplace-Operator ein

additiver Term der Form g/ = O 8“ auftritt. Gleichung (|1.1)) ist also der Spezialfall fiir k(€,7,3) = &
€z

und dem Fundamentaltensor als lefuslonbtenbor Wir etrachten 2 weitere Spezialfélle.

1. Homogene Anisotropie normal zur Rotationsachse. In diesem Fall kann ® auf dem rotati-
onssymmetrischen Gebiet & in kartesischen Koordinaten mit folgender Begriindung in der Form

5 0 0
dj=10 10
00 6

angesetzt werden: Wenn eine verstarkte Warmeausbreitung normal zur Rotations-Achse auf Grund
der Zahnbeschaffenheit (das Vorhandensein feiner Kanéle im Dentin) angenommen werden kann,
ist § > 1 fiir die &- und 3-Richtung der fiir die Anisotropie zustédndige Steuerparameter. In Richtung
der Rotationsachse erfolgt die Warmeleitung demnach mit dem Wert x, axial resultiert ein §-
faches von « als Diffusionskoeffizient. Wir haben aufierdem den Diffusionstensor der Bequemlichkeit
halber in kovarianten Koordinaten angegeben, wohl wissend, dafs im kartesischen Ausgangsfall kein
Unterschied zwischen d;; und d" besteht. Mit Transformation wird dann geméfs

_ 653 + 773 gmnm(l - 5) 0
0 0 5€2

Mit diesem Ausdruck sind die kovarianten Koordinaten des Diffusionstensors gefunden, fiir die noch
durchzufiihrende Verjiingung zieht man hoch zu kontravarianten Indizes” und erhilt

1 65;% + 77% gmnw(l - 6) 0
Jij = — gﬂh(l - 5) fa% + 5779% 0
X 0 0 o
€
In den neuen Koordinaten (z,y, ) kann dann mit g = £2x? und

Kk 0 ou
- g 22

eine verallgemeinerte Wirmeleitungsgleichung in der Form

du fe{aHaeunQ 8u+£zm(1—5)8u>}+

K div (\/2‘3 ® grad u) =

ot &x x Oz X Oy

0 2Nz (1—08) 0 216020
P §atla(1 = 0) Ou | & + 0y Qu\|
Oy X Ox X Oy
0 [dx Ou}
+o
[ £ 0y }
formuliert werden. Wie man durch Nachrechnen bestétigt, fiihrt die Setzung § = 1 auf den isotropen

Fall von Gleichung (5.2)) zuriick. Fordert man nun wieder ein von ¢ unabhéngiges Temperaturfeld,
differenziert aus und sortiert die Terme, so erhélt man eine zweidimensionale Gleichung

du ok {aa&imz)a?u+s<§§+6n§>%+2sm<1—5> 0%u

ot &x % Ox? % 0y? X Ox0y

%. [i (5(652;@) = (&xnws— ))]+
%_ {51 (Efxnx;1—5)>+ay <§<fsx+5nz) }H

Tqi = gihgikd,,
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Fiir 6 = 1 reduziert sich die Gleichung wieder auf . Bei genauerer Betrachtung ersieht man
einerseits, dafs sich der Implementierungsaufwand zwar erhéht, prinzipiell aber keine neu zu berech-
nenden metrischen Gréfen auftreten. Andererseits mufs dem Auftreten von gemischten partiellen
Ableitungen durch Verwendung der Molekiile aus Beispiel 4 im begegnet werden.

2. Inhomogene Isotropie/Anisotropie mit Kugelsymmetrie. Wird beachtet, dal der Bereich der
Pulpa eine geringere Wirmeleitfahigkeit als Dentin besitzt und der Verlauf der das Dentin durchset-
zenden Kanéle als radial nach aufsen verlaufend angenommen, kann ® in Kugelkoordinaten durch

) 0 0
D =k(r,p,9) | 0 r2sin?9 0
0 0 r?

angesetzt werden. Dabel ist x(r, p, ) das Skalarfeld des vom Ort abhingenden thermischen Diffu-
sionskoeffizienten und die radidre Anisotropie zur Beriicksichtigung der Dentintubuli kommt durch
Abénderung des ersten Elementes des kovarianten Mafstensors in § > 1 zum Ausdruck. Im Bereich
der Pulpa ist § = 1 zu setzen, hier soll die Warmeleitung isotrop sein. Wir transformieren zunéchst
® von Kugelkoordinaten auf kartesische Koordinaten. Unter Beachtung der Beziehungen

T = E+n*+3> ¢ = arctany J = arccos \/ﬁw
¢ N D S T VTR (E P 3%)
— n - _& — 3
= Um0 T e T Jammere
_ 3 — S VA S
I VE2+n2+32 = 0 v = £2+n2+32

errechnet sich der Diffusionstensor in kartesischen Koordinaten geméfs Jij = %%dhk zu
i J

ey [ OC T (0—1)ey (0—1)¢&
= W (6—1én  E+m*+3>  (6-1)ns ;
s 6-1&  (0-Dmy €417 +05

und mit Transformation (5.1 folgt weiter

k(2 ©) (Exm) — En2)? + 0(E.E +mam)? (6 — 1)(Exn — Enw) (Ex€ + 127) 0
- ﬁ (6 — 1)(&an — Enw) (€€ +m2m)  6(Eam — Enw)? + (€2€ +12m)? 0
! ! 0 (e + )

Der Ubergang zu kontravarianten Koordinaten erbringt schlieRlich die 5 nicht-verschwindenden
Komponenten des symmetrischen Diffusionstensors, es ist in Koordinaten (z,y, )

11 _ 1 [(Een — €m2)® + 6(8a€ + nam)’] oo [0(&an — €ne)? + (&€ 4 nem)?]

d d*? =
X262 +n?) X262 +n?)
A2 — g2 — K [(6 = D) (Een — €na) (§a€ + mam)] 433 — ﬁ
X3 (€% +n?) &

Der nicht-konstante thermische Diffusionskoeffizient x(z,y, @) unterliegt nunmehr als Teil des Dif-

fusionstensors der Divergenzbildung. Man gelangt unter Beriicksichtigung der wiederum anzuneh-

menden Rotationssymmetrie durch Weglassen des Terms % (de‘q’g(%) zu einer verallgemeinerten,

zweidimensionalen Warmeleitungsgleichung der Form

Ou _ 1 l 0 (Exdllau +§Xd12au> + é <§Xd12au +€Xd228u>
or dy

ot &y |ox Ox Oy Oy to




KAPITEL 5. STUDIE: WARMELEITUNG IM ZAHN 70

Unter Anwendung der Produktregel kann dies noch als

ou  1,0%u 0 Pu 0%

ot = gz T2 ey T et
1 a 11 12 12 22
A [Ou (9(ExdT) | O(Exd ™)\ | Ou (9(Exd) | O(ExdT)\ |
Ex | Oz ox oy oy or dy

geschrieben werden, was fiir konstantes x und 6 = 1 wieder auf Gleichung zuriickfiithrt. Aber-
mals treten keine neu zu berechnenden metrischen Gréfen auf, allerdings fiihren die nunmehr auf-
tretenden Ableitungen der Koordinaten des Diffusionstensors zu einem sehr hohen Grad an Kom-
plexitét, die Implementierung wird sich daher entsprechend miihevoll und fehleranféllig gestalten.

Wir schlieften mit einem Visualisierungsvorschlag, durch eine Darstellung des Temperaturver-
laufes am Rand bei zeitlichem Fortschreiten gewinnt der behandelnde Mediziner intuitive Einsichten
iiber die im Zuge der Laser-Applikation gegebenenfalls entstehenden Gefahrenzonen.

Zeit

-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2
Randpunkt in Radianten

Abbildung 5.6: Temperaturverteilung am Rand im zeitlichen Verlauf.



Kapitel 6

Epilog

Now it’s your turn to cry awhile... [Bob Dylan, 2001]

Die dargelegte Vorgehensweise zur Simulation zweidimensionaler Anfangsrandwertprobleme ver-
wendet die konforme Abbildung zur Transformation des Einheitsquadrates {iber den Einheitskreis
auf eine in Betracht stehende Geometrie. Dadurch wird das Innere der Geometrie durch das Quadrat
parametrisiert und die Stdrken der Linienmethode kénnen nutzbringend eingesetzt werden. Diese
Stéarken bestehen in der akkuraten Implementierung von Randbedingungen und einer steuerbaren
Konvergenzordnung, fiir den Fall der Warmeleitungsgleichung konnte an Hand von Referenzlosun-
gen auch dargelegt werden, daf sich — solange die metrischen Grofen hinldnglich genau ermittelt
sind — durch die Transformation keine weiteren nachteiligen Effekte einstellen. Der Ansatz ist
fiir ebene Geometrien geeignet, kann aber bei Vorliegen von Rotationssymmetrie problemlos auf
dreidimensionale Modelle ausgedehnt werden. Die Giite des Ergebnisses 1aft sich dabei zuriickfiih-
ren auf die Approximationsgiite der Randerzuordnungsfunktion, die von Mathematica mit nahezu
beliebiger Genauigkeit iteriert werden kann. Die speziell vorgestellte Losung der Theodorsenschen
Integralgleichung stellt dabei nur einen moglichen Zugang zur Konstruktion der Abbildung dar, der
in Abhéngigkeit von Sternférmigkeit und Kreisndhe des Gebietes konvergiert. Hinsichtlich der Mo-
dellgleichungen ist der Ansatz keinerlei Einschrénkungen unterworfen, ausgehend von der koordina-
tenfreien Formulierung ist man in der Lage, unter Bertiicksichtigung der Transformationsgesetze der
Feldgrofien einen Ortsdiskretisierungsprozeft durchzufiithren, die Metrik im Diskretisierungspunkt
fliefst dadurch zusétzlich ein und trigt damit dem speziell gewdhlten Koordinatensystem Rechnung.

6.1 Vergleich mit alternativen Finite-Elemente-Verfahren

Insbesondere die Methode der Finiten Elemente stellt ein etabliertes und sehr aktives Forschungs-
gebiet dar, mit dem in Konkurrenz zu treten nicht die Absicht dieser Arbeit sein kann. Die im
Zuge der Untersuchungen prisentierten Rechengebiete und Ergebnisse konnen aber in diesem Sinne
dennoch zum Vergleich mit den erzielten Resultaten anderer Methoden herangezogen werden.

Aus der Vielzahl der den FE-Ansatz verwendenden Programme wurde zum initialen Vergleich
am Quadrat und Kreis speziell die PDE-Toolbox von Matlab herausgegriffen, um zu Einsichten {iber
die prinzipielle Sinnhaftigkeit der Anwendbarkeit des CTDS-Ansatzes zu gelangen. Wenn auch
mit jeder neuen Release von Mathworks eine stete Weiterentwicklung der PDE-Toolbox stattfindet,
wurde der zu Tage getretenen, quadratischen Fehlerordnung bis zum aktuellen Stand der Dinge hin-
sichtlich deren Erh6hung offensichtlich noch nicht hinreichend begegnet. Hinterfragt man also dieses
vergleichsweise méfige Abschneiden durch Recherche, so stellt man fest, daft durchaus schon For-
schungen und Entwicklungen in diese Richtung stattgefunden haben und stattfinden. Diese haben
allerdings bisher noch nicht géinzlich Eingang in die aktuelle Implementierung der Toolbox gefun-
den, was fiir zukiinftige Versionen aber durchaus erwartet werden kann. Tiefer in die Theorie der

71
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Finiten Elemente einzudringen wiirde an dieser Stelle natiirlich jeden Rahmen sprengen', im Falle
der PDE-Toolboz operiert man jedoch offensichtlich auf den Knotenpunkten der Triangulierung zur
Approximation des Temperaturfeldes mit einem Ansatz der Form

u(€7 77) = Z Ciq)i(£7 7’)

Hierbei gilt es unter Beriicksichtigung der Randbedingungen die Koeffizienten der Linearkombina-
tion geeignet zu bestimmen, die Basisfunktionen ®; werden dabei so angesetzt, dafs sie nur lokal um
einen Knotenpunkt des jeweiligen Elementes nicht verschwindende Werte annehmen. Diesen Ansatz
setzt man in die schwache Formulierung des Problems ein und trachtet danach, den resultierenden
Fehler zu minimieren. Je nach Natur der zu Grunde liegenden Gleichung fiihrt dies auf ein linea-
res oder nichtlineares Gleichungssystem fiir die Koeflizienten c;. Bei zusétzlicher Zeitabhangigkeit
resultiert daraus, wie im Falle der CTDS-Methode, ein System gew6hnlicher Differentialgleichungen.

Bei vorliegender Unterteilung des Rechengebietes in Dreiecke durch die PDE-Toolbox kann man
zur Verbesserung der Konvergenzordnung hinsichtlich der Wahl der Basisfunktionen ®; iibergehen
zu verallgemeinernden Ansétzen vom LAGRANGE-Typ, diese Vorgehensweise bendtigt jedoch zu-
sitzliche Ubergangsknoten auf den Kanten der Elemente, was umgehend zu einer Erhéhung der
Rechendauer und des Bedarfs an Arbeitsspeicher fiihrt. Der Zugang ist vergleichbar mit jenem
aus also der Verwendung einer héheren Anzahl an Nachbarpunkten zur Approxima-
tion der Ortsableitung. Neben den LAGRANGE-Polynomen kommen bei der Methode der Finiten
Elemente bei Vorliegen einer Triangulierung auch héhergradige BERNSTEIN-Polynome zum Einsatz.

Zuséatzliche Moglichkeiten zur Steigerung der Genauigkeit ergeben sich, wenn an Stelle der
Triangulierung zur Unterteilung der betrachteten Geometrie Viereck-Elemente Verwendung finden.
Man erhélt bilineare, biquadratische, noch hohergradige oder entsprechend gemischte Ansatzfunk-
tionen mit besserer Approximationsgiite als sie bei gleichem Polynomgrad mit Dreieck-Elementen
erzielbar ist. Wegen der geringeren Speicheranforderung erwdhnenswert sind auch noch die Elemente
der SERENDIPITY-Klasse. Fiir viereckige Elemente lassen sich auferdem die fiir den eindimensio-
nalen Fall entwickelten Ansatzfunktionen durch Produktbildung verallgemeinern, sodaft neben den
verschiedensten Polynomansétzen auch Splines oder NURBS Verwendung finden kénnen. Ein Mi-
schen der Element-Ansétze wird unter Beriicksichtigung der Kompatibilitdt ebenfalls praktiziert:
Um zu besseren Ergebnissen in Randnéhe zu gelangen, setzt man dort Dreieck-Elemente ein.

Das isoparametrische Elementkonzept schlieflich versucht zusétzlich, bei der Gestaltgebung
der Elemente der betrachteten Geometrie selbst Rechnung zu tragen. Dazu wird elementweise im
Element-Inneren ein lokales Koordinatensystem dergestalt betrachtet, daf (im Falle eines Viereck-
Elementes) das jeweilige Element durch das Einheitsquadrat parametrisiert wird. Die Klasse der
dabei zugelassenen Koordinatentransformationen ist dabei an die Gestalt der Ansatzfunktionen ge-
bunden: Im Falle bilinearer Elementfunktionen sind nur affine Koordinatentransformationen zulés-
sig, wodurch die Linearitdt des Elementrandes erhalten bleibt. Fiir hohergradige Ansatzfunktionen
wird dadurch jedoch erreicht, dafs zusétzlich zur Verbesserung der Approximationsgenauigkeit der
gesuchten Losungsfunktion auch der Randverlauf des Elementes zwischen den Knoten krummlinig
werden kann. Neben der isoparametrischen Transformation kénnen auch noch weitere Geometrie-
transformationen betrachtet werden: Von subparametrischen Elementen spricht man, wenn der
Polynomgrad dabei niedriger als jener der Approximation der Feldfunktion angesetzt wird. Analog
dazu liegt beispielsweise bei linearer Ansatzfunktion und kubischer Geometrietransformation ein
superparametrischer Ansatz vor. Die Vorteile hinsichtlich der geometrischen Approximationsgiite
des (globalen) Gebietsrandes und damit auch die Verbesserungsmoglichkeiten bei Implementierung
der Randbedingungen liegen auf der Hand, die Herleitung der Bedingungen an die Koeffizienten c;
sowie die Koppelung der Elemente 14£t sich mit vertretbarem Aufwand bewerkstelligen.

Die vorgestellte Methode der konformen Abbildung zeichnet sich dadurch aus, daf mittels globaler
Koordinatentransformation operiert und die Berandung mit héherer Genauigkeit abgebildet wird.

! Die nachfolgenden Uberlegungen verwenden die Ausfithrungen in
Haun, M., REck, M., Kompaktkurs Finite Elemente fiur Einsteiger.
Springer, Wiesbaden, 2018. ISBN-13 978-3658227746
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6.2 Einsatz auf verschiedenen weiteren Geometrien

Es scheint abschliefsend noch angebracht, dem interessierten Leser Teile der im Laufe der Jahre
durchgefiihrten Experimente zusammenzustellen. Auf Grund der damals weniger genauen Berech-
nungsmoglichkeiten der Rénderzuordnungsfunktion und teilweise noch unter Verwendung von C-
Codierung sind die Ergebnisse zwar mit einem relativ grofen numerischen Fehler behaftet, zeigen
aber bereits die prinzipielle Durchfiihrbarkeit der Methode auf. Fiir einen umfangreichen Uberblick
iiber konforme Abbildungen in geschlossener Form siehe [6], hier sucht man sich geeignete Test-
stellungen zur Uberpriifung der implementierten Verfahren. Im iibrigen hat sich der Versuch, den
Einheitskreis selbst zur Parametrisierung der Geometrie und somit als Rechengitter heranzuziehen,
wegen der Singularitdt im Ursprung als ein fiir unsere Zwecke weniger geeigneter Ansatz erwiesen.

Ellipse. Neben der gespiegelten Ellipse eignet sich als Ausgangsproblem auch die Ellipse selbst.
Zwar laft sich die Abbildung des Kreisinneren auf das Ellipseninnere iiber elliptische Funktionen
angeben [6 S.47], die metrischen Grofen fiir die Simulation gewinnt man aber auch, indem man
beachtet, daf durch ¢ = sin z das Rechteck direkt auf die Ellipse abgebildet werden kann [0, S.46].

Kreiszwickel. Fir das Innere des Kreisbogenzweiecks mit Innenwinkel 71 (mit der Differenz
¥ = 9 — ¥ des vorderen und hinteren Tangentenwinkels) und Grundpunkten +a auf der reellen
¢-Achse lautet die konforme Abbildung auf die obere w-Ebene [22] S.203f.]

19
— —i77191<'-_a
v <e C+a) ’

woraus man sich unter Zuhilfenahme der M6bius-Transformation ohne Miihe die Abbildung
auf den Einheitskreis errechnet. zeigt die Ergebnisse der Simulation der Warmelei-
tungsgleichung in Polarkoordinaten im Inneren des Kreiszwickels mit Newton- bzw. Dirichlet-
Randbedingungen auf den Kreisb6gen. In der Ndhe der Grundpunkte +1 + 4 liegen die Punkte des
transformierten Rechengitters viel zu weit voneinander entfernt, woraus zwar eine unschéne Visua-
lisierung im Vergleich zur PDE-Toolbox resultiert, die Ergebnisse sind aber durchaus brauchbar.

Abbildung 6.1: Wirmeleitung am Kreiszwickel: F D2 (links) im Vergleich mit PdeTbx (rechts).

Kreissektor. Die konforme Abbildung von der oberen w-Ebene auf das Innere des Kreissektors
mit Offnungswinkel 79 kann ebenfalls geschlossen angegeben werden [22, S.217fF.], sie lautet

w- (%)

Die Ergebnisse fiir Rénderzuordnungsfunktion, Transformation von £121,121 und die resultierende
Wirmeverteilung bei Vorgabe einer Dirichlet-Randbedingung ug = 2 zeigt [Abbildung 6.2] Hier tritt
der Fall ein, daf fiir eine ungerade Anzahl an Diskretisierungspunkten (n = 121) der Mittelpunkt
der Unterseite des Rechenquadrates exakt auf den Punkt mit Spitze im Offnungswinkel abgebil-
det wird. Dies stellt eine grofse Herausforderung fiir die numerische Konstruktionsmethodik dar,
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in der Tat fithrt der Weg iiber die iterative Losung der Theodorsengleichung mittels sukzessiver
Approximation zur Ermittlung der Rénderzuordnung bei Verwendung von trigonometrischen Inter-
polationspolynomen auf ein viel zu ungenaues Ergebnis. Der Fall wurde hinsichtlich einer Genauig-
keitssteigerung nicht weiter untersucht, analog den Ausfithrungen in [Abschnitt 3.3 zur Behandlung
der numerischen Quadratabbildung kénnte aber die Iteration durch sukzessive Approximation mit
geeigneteren Basisfunktionen nach Analyse des Verhaltens in den drei singuldren Punkten in Angriff
genommen werden. Da in diesen Punkten zudem auch der Fundamentaltensor singulédres Verhalten
aufweist, wird im Zuge der Simulation bei Randbedingungen, die iiber den Auswértsnormalenvektor
vorgeschrieben sind, dort ebenfalls eine gesonderte Untersuchung notwendig werden.

Abbildung 6.2: Untersuchungen am Kreissektor.

Polygonzug. Zur Abbildung des Kreises auf das unregelméfige Sechseck aus[Abbildung 6.3 kann
man im ersten Schritt die vorgegebenen Drehwinkel ;. in Formel einsetzen. Fiir die Losung
des Parameterproblems, somit zur Bestimmung der unimodularen Urbilder wy, der Polygoneckpunk-
te, wurde dann die in der Fuknote erwithnte Schwarz-Christoffel-Toolbox eingesetzt.
Generell kann also im Falle von Polygonabbildungen resiimiert werden, daft die numerische Kon-
struktion der Transformation {iber den Weg einer hochgenauen Losung des Parameterproblems den
aussichtsreicheren Zugang, verglichen mit der Iteration der Theodorsengleichung, darstellt. Weiters
halten wir fest, daft bei unregelméfigen Polygonziigen wegen des Parameterproblems keine geschlos-
sene Darstellung, wie sie im Falle des Einheitsquadrates iiber bzw. hergeleitet wurde,
mehr moglich ist. Sind die Werte wy jedoch hinreichend genau ermittelt und die Parameter fir
Translation und Drehstreckung fixiert, so kann Mathematica direkt mit Formel operieren.

1

T i 0
02 04 05 08

Abbildung 6.3: Transformation des Einheitskreises (links), Abbildung des Quadratgitters (Mitte)
und Temperaturverteilung (rechts) fiir ein unregelméfiges Sechseck.
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Geometrie ohne Rotationssymmetrie. Aus dem frithen Anfangsstadium der Untersuchungen
stammt die in dargestellte Transformation. Von primirem Interesse war fiir uns, ob
und wie weit sich die gespiegelte Ellipse (p = 0.6) auf die dargestellte Geometrie mit & > 1 suk-
zessive deformieren lésst. Als Startwerte fiir das Newtonsche Verfahren wurden dabei die iterierten
Rénderzuordnungsfunktionen des jeweils vorhergehenden Deformationsschrittes verwendet.

Die Fragestellung entstand im Zuge einer Kooperation mit dem Osterreichischen Forschungs-
zentrum in Seibersdorf. Dort war man primér mit der praktischen Untersuchung und Nachbildung
von schadstoffarmen Verbrennungsprozessen in rotierenden Wirbelschicht- und Drehrohréfen be-
fafst, die theoretischen Untersuchungen dazu stiefsen aber dennoch auf einiges Interesse. Daher
wurde mit den damals zur Verfiigung stehenden Datenstrukturen der Programmiersprache C die
konforme Abbildung des Einheitskreises auf den Querschnitt eines Wirbelschichtofens realisiert.

Der Versuch einer Simulation von mehrphasigen Fliissen auf dem Querschnitt des unten ab-
gebildeten Gebietes, modelliert mit Hilfe der NAVIER-STOKESschen Gleichungen, hat sich damals
allerdings als etwas zu ambitioniert herausgestellt: Einerseits waren der hochgenauen Berechnung
der metrischen Groéfen in den letzten Jahren des vorigen Jahrtausends noch ihre engeren Grenzen
gesetzt und riickblickend kann zudem festgestellt werden, dafs eine Parametrisierung der Geometrie
mit Hilfe des Einheitskreises keinen optimalen Zugang zum Problem darstellt.
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Abbildung 6.4: Konforme Abbildung des Einheitskreises und Zusammenhangskoeffizient I'%; einer
Geometrie, die dem Querschnitt einer rotierenden Wirbelschicht-Verbrennungsanlage entspricht.
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6.3 Genauigkeitssteigerung der Randerzuordnungsfunktion

Mit der Fragestellung, wie sich die in [Unterabschnitt 3.1.1]angefiihrten zwei Varianten zur Erhohung
der Approximationsgiite von 0(p) zur Losung der Theodorsengleichung weiterentwickeln las-
sen, ist ein interessanter Forschungsschwerpunkt im Feld der hochgenauen numerischen Behandlung
nichtlinearer FREDHOLMscher Integralgleichungen zweiter Art gegeben, die allgemein in der Form

b
by) = F(o) + / R(6(y). 0.y) dy

mit festen Integrationsgrenzen, nichtlinearem Kern & und gesuchter Funktion 6(y) vorliegen. Ein
vielversprechender Ansatz scheint die Verwendung einer dynamisch-adaptiven Diskretisierungsme-
thode zu sein, in Abhéingigkeit gewisser Kriterien (etwa der Schwankung einer beteiligten Hilfs-
funktion um einen Gitterpunkt) werden dabei dem dquidistanten Basisgitter im Zuge des Iterati-
onsprozesses Punkte zu- oder weggeschaltet. In der ersten Variante fiihrt dies in den Bereich der
trigonometrischen Interpolation auf nicht-dquidistanten Gittern, fiir den zweiten Fall der direkten
Berechnung des Hauptwertintegrals an den Stellen und anschlieffender Interpolation wurden dazu

ansatzweise einige Versuche ausprogrammiert (Abbildung 6.5|).

In dieser Arbeit wurde ausschlieklich Gleichung zur Gewinnung der Rénderzuordnung
verwendet. Wie sich gezeigt hat, sind einer solchen Vorgehensweise in Abhéngigkeit der in Betracht
stehenden Geometrie (Sternformigkeit, e-Bedingung) jedoch Grenzen gesetzt. Sollte sich durch diese
Restriktionen nicht die gewiinschte Genauigkeit im Iterationsprozefs einstellen, so findet man in der
Literatur eine Vielzahl an Alternativen, um zu einer konformen Abbildung des Quadrates auf die
Geometrie zu gelangen. Aus dem Werk von GAIER [I5, Kap.I, §2] im Zuge von Voruntersuchungen
testweise implementiert wurden die Integralgleichung von WARSCHAWSKI und STIEFEL [(2.22),ebd.],
die GERSCHGORINsche Gleichung [(2.9),ebd.] sowie die STIELTJES-Gleichung [(2.25),ebd.| als Vor-
stufe zur ARBENZschen Integralgleichung. Alle diese Gleichungen sind im Gegensatz zur Integral-
gleichung von THEODORSEN linearer Natur in dem Sinne, daf ihr Kern nur linear von der gesuchten
Funktion abhéngt. Es liegt dies darin begriindet, daf sich die Konstruktionsmethoden den umge-
kehrten Fall der konformen Abbildung eines Gebietes auf den Einheitskreis zur Aufgabe stellen.

Immer aber wird die Giite der Simulation selbst in essentiellem Zusammenhang mit der Losungs-
qualitét der zur Ermittlung der Rénderzuordnungsfunktion involvierten Integralgleichungen stehen.
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Abbildung 6.5: In Abhéngigkeit der Variation von K [5] (¢) kénnen im Zuge kontinuierlich durch-
gefiihrter Iterationen Zusatzpunkte (rot) zur Erh6hung der Genauigkeit einprogrammiert werden.
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