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�'��	
 ���	� ���	��������� �� �'��
��� (�� ��
���	� ������
� ��)	�	��

�	�
� ��	 ��	� ������� ����� ���*� ��	 �������	�� + ,�
������ ,�"����	

�� � ,�
������ -������	 ������� ��	 ��	�� %�. �.  &� + ,�
����� ��������

��� ��	 ���� ��/�������� ��� ��	 
��	��� ����	��. ���� %0. �. �. �.  &�

+ ,�
������ ,'��	
 ���������' �������� ��	����������. ���� %0. �. �. �.

�.  &� (���' � ,�
������ �������
	�� ���� "	����	� "�� ���������. ����

���������� �
��� 	�	�' ��	� %0. �. �. �. �. �.  &�
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# ��� �	 �������� ��������� ��� ������������� �����
 ��� $��� ���� �� ���

#������ %������� &������ ���� ��� ���� �����! '� ��� ������� ��� � ���(

���
 �
������ ����� ������� $���� ��� � ��� ��
�� ������� �����
 $�

)���� *��� ��+� ��,�! ��� 
���� ��� $��� �-������ $� &������ #�
����

�� � ����
� 
���� ��� � ����� ������. �	 ��� ����� $��� �-���� �	 ��(

���-
����� �/, ������� ����! )����� 0$
�� ��� ���.�� �� ���� ����
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 ��� ������� ����
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+  ������� ��� �� ��������� ���� � �������� ,��� u = u(x, t) �  ����	�� ,���

p = p(x, t) �
� � ��
���� �������	���
 ρ = ρ(x, t)� ��	� �� � ��� t �
� �

 ������
 x �
 � ���# � ������
 �������� ������ �
� ��� ������ ���	�� ��  ����	��

�
� ��
���� ��� "���
� -��� � � ����� ����
 Ω ⊆ ./N �
� �� ���� ����


I ⊆ ./ ����� �  �
"� ��� "���
 ��

u : Ω × I → ./N

p : Ω × I → ./

ρ : Ω × I → ./. 0%��1

��"	�� %�� ����� � �������� ,��� �
� ,"	�� %�% ��� ������ �
��
"  ����	��
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 4���
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� 0N = 21�
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∂u

∂t
= 0. 0%�%1
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∂

∂s
x(s) = u(x(s), t0), ∀s ∈ I, %���&

����� s � ��� 	�������� �
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Dt
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d

dt
f(x(t), t) %��*&
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��������� ��
� f �� �����
�� �	�� ���� �� �	��� ������

���� ������� �
� ��������� ���
����
� ����� ����� ��������� ����� �� ����

���
����� ��� �������� �������� ���� �������� ��� ���� ������
�� ���
�����

����� ��	��� ��� ���
	��� � ������

����� �����	
� ������� ������

��� �������� ��
������ ������� �� ���
����
� �� �����
���� ��� �
�� �

����� 
�� �� ���� �� ����	� ���� ��� �
��� �
�� � ����������� 
�� ������� 

��� �
��� !���

��� �������� ��
������ ������� �� 
� 
�����
�� �������	� �������� f ��

��	�� ��

D

Dt

∫
Ωt

f(x, t)dx =

∫
Ωt

{ ∂

∂t
f + ∇ · (fu)}(x, t)dx, "!��#

����� Ωt �� 
 ���� ��������� ������� 	������ �� ���� ��
� ���� ���
���� ��

	
��� $��� ��� ���� ��������� ���
�� Ωt �� ��
������� �� 
 ���� �������%

���� ���
�� Ω0&

D

Dt

∫
Ωt

f(x, t)dx =
D

Dt

∫
Ω0

{f |J |}(y, t)dy, "!��'#

�����

J =

(
∂gα

∂xβ

)
αβ

���� α, β = 1 . . . N �����	
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��� ������� ��

�� ��� �	
���	 �� ��� ��	�����	��� ����

yα(t) = gα(x, t). ������

� ��� ���� �������� ���	� Ω0 �����	��� 	� ��������	��� 
	 ��

����
�	��� 	� ��� ��������	��� �� ����������

D

Dt

∫
Ω0

{f |J |}(y, t)dy =

∫
Ω0

{Df

Dt
|J | + f

D|J |
Dt

}(y, t)dy. ������

����

D|J |
Dt

= |J |(∇ · u) ������

��� �����	� 
	 �� ��	������� �	
 �	��� �� ��� ���� ������� ���	��∫
Ω0

{Df

Dt
|J | + f |J |(∇ · u)}(y, t)dy =∫

Ωt

{Df

Dt
+ f(∇ · u)}(x, t)dx. ����!�

"��� ��� �#���	��	� ����$	��$� ��%#	��� ��!� �� ������� ��	�∫
Ωt

{Df

Dt
+ f(∇ · u)}(x, t)dx =∫

Ωt

{∂f

∂t
+ (u · ∇)f + f(∇ · u)}(x, t)dx =∫

Ωt

{∂f

∂t
+ ∇ · (fu)}(x, t)dx, ����&�

���
� ���$�� ��� '�(���� ��	����� ������� ��%#	��� ��)��

*��� �� 	 �#�� ����	� ����� �� ��� ��	����� �������� + �
� ��(��
	� ����,

����	��� �� ��� ������� 
	 �� ��$� �( 	���(�� ��� ��$����
� �������

� ��� �	�� ���� �� ��� '�(���� ��	����� ��������∫
Ωt

{∇ · (fu)}(x, t)dx =

∫
∂Ωt

{fu · n}(s, t)ds. ����-�
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���� ��� �	
���	� ���	�� �
� �� ��
��� 
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D

Dt

∫
Ωt

f(x, t)dx =

∫
Ωt

{ ∂

∂t
f}(x, t)dx +

∫
∂Ωt

{fu · n}(s, t)ds. ������

���� ���
��� �� �
���� ��� ������� �	
���	� ���	�� �� ����	
� �	�� ��

�
� �� 	�
� 
� 	
�� � ��
��� � f ������� ���  ��� ���
�� ��� 	
�� � ��
���

������ ��� !���� ���� ��� ���  �" � f ��	��� ��� ��	�
�� ∂Ωt# ��� $��	�

��%�

��� ������� �	
���	� ���	�� 
������ � 
� 
	���	
	� �"�����!� �	��	�� �


  ���� �� �� ���� �� ��� �� ������� ������� $	�� � ��	�!� ��� ���������

���
���# ���	� �� �� 
������ � ��� ������� � ���  ���# 
�� ������� ���

������� ���
���# ���	� �� �� 
������ � ���  ���� ��������

����� ����	�
	�� �
��	��

��� �
�� � 
  ��� !�	 
 ���� ��������� 
	�
 Ωt �� ��� �����	
� !�	 ���

�������� ��� �
�� � ���  ��� ��
�� ��� �
�� !�	 ����# �����

const =

∫
Ω0

ρ(x, 0)dx =

∫
Ωt

ρ(x, t)dx ����&�
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��� ��� t ≥ 0� �	
 ���������� �
�������
 �
������� ���� �� 
������� ���� ���

�	
 ��
 �� �	
 �
������ ��������� �	
��
� �	��� �	��

0 =

∫
Ωt

{ ∂

∂t
ρ + ∇ · (ρu)}(x, t)dx ������

��� ��� t ≥ 0 ��� ��� �������� ��
�� Ωt� �	����� �� ����� �������� ��
�� Ωt

�� �� !�
�� �	�� �	
 ���
 ���� ���� 
 "
��# �	�� �� ������� �	��

∂

∂t
ρ + ∇ · ρu = 0. ������

�	�� 
������� �� !���
� $!��������� 
������� ��� !����
����
 %����$� &��

��!����
����
 %���� �
���� ρconst = ρ(x, t) �	
 
������� ������'
� ��

∇ · u = 0. ������

�	�� �� �	
 $!��������� 
������� ��� ��!����
����
 %����$�

����� ����	
�� ���
��	

�	
 ���
���� �� � �� �� ��� �� ��� ���� ���
� ��� �
��!���� �	
 ���
����

�� � %��� �� �
'�
� ��
� �� ��
� Ωt ��

j(t) =

∫
Ωt

{ρu}(x, t)dx. ����(�

�	
 �
!��� ��� �� )
���� ����
� �	�� �	
 !	�� 
 �� ���
���� �� �
��
!� ��

���
 
����� �	
 ���!
� �!��� �� �	
 %���� &��!
� !�� 
 �����
� ���� ���
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� ��� �����!
 ���!
�*

• +��� ���!
� !�� 
 
,��
��
� � ���!
 �
� �
�����# �	�� �� �� ��
� Ωt

�	
 ��� ���!
 ��  ��
� �

��� ���!
 =

∫
Ωt

{ρg}(x, t)dx. ������

- !����� 
,����
 �� �	
  ������������ ���!
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������ ��	
 ��� ����� ���	�
�
�� �� ��� ������ ��
��� σαβ ������ ��� ������ ��
���

t �� � ������� �����
� dS ������

• ������	 �
��	� ��	 �
��	� ��� ��� 
� � ������	 
� �	 ��	� Ωt� �	� ��	

	���	��	� 
� � ������	 ∂Ωt ��� �	 ���	�� �	��
� σ�

������	 �
��	 =

∫
∂Ωt

{σ · n}(s, t)ds. ������

������� 	�����	� 
� ������	 �
��	� ��	 ��	����	 ��� ���	� ������
��

�� ��		 ������� ���	���
�� �	 ���	 �
��
�	��� 
� �	 ���	�� �	��
� σαβ ��	

�	��	� �� ��� �
��� �� ����	 �	�����	 �
 �	���� ���� !���	���� �

������	��

�	 ���	�� �	��
� σαβ �	����"	� �	 αth �
��
�	�� 
� ���	�� 
� � ������	

	�	�	�� δS ��� �� � �
���� n �
����� �� �	 βth ���	���
�# �		 � ��	

��� ��	���� $
� �� ��"������ ������	 	�	�	�� δS ��� ���� �
���� n �	 ���	��

�	��
� t ��� "	 ��������	� ���� �	 �������
� �
��	���
�# �		 � ��	 ���

��� ���

tα = σαβnβ. ����%�

$
� �
�	 ���
�����
� �"
�� �	 �������
� �
��	���
� �� �	�� �� �	 �	��
�

�� 	"�� ��� �������� �	 �	��	� ��� �	�	� �
 &�'(�
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������ ���� ��� ������ 	� �	������ �� ������ �	 ���� ����� ��� �	���

������ 	� ��� ���
� ���� ��� �	��

D

Dt
j(t) =

∫
Ωt

{ρg}(x, t)dx +

∫
∂Ωt

{σ · n}(s, t)ds. ����� 

!� ��� ���� ���
 �
� ��� �����	�� ���	��� � ��
 	� �"��� �	��	����

�α = 1 . . . N #

D

Dt
jα(t) =

D

Dt

∫
Ωt

{ρuα}(x, t)dx =∫
Ωt

{ ∂

∂t
ρuα + ∇ · (ρuαu)}(x, t)dx =∫

Ωt

{ ∂

∂t
ρuα + (u · ∇)ρuα + ρuα(∇ · u)}(x, t)dx, ����$ 

��
 	� ��� ����� ���
 �
� ��� 
�"������� ���	��� � ������
 �α = 1 . . . N #∫
Ωt

{ρgα}(x, t)dx +

∫
∂Ωt

{(σ · n)α}(s, t)ds = ����% ∫
Ωt

{ρgα + (∇ · σ)α}(x, t)dx. ���&' 

(�� ���� ���� ��� �	��∫
Ωt

{ ∂

∂t
ρuα + (u · ∇)ρuα + ρuα(∇ · u)}(x, t)dx = ���&) ∫

Ωt

{ρgα + (∇ · σ)α}(x, t)dx. ���&� 

(�� ������ �	� ��� ���� Ωt ��
 ������	�� ����
 ���	 ��� �	������ ������	�

�� ������� �	��#

∂

∂t
ρu + (u · ∇)ρu + ρu(∇ · u) − ρg −∇ · σ = 0. ���&& 
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�����
�� �� ��� ���
	��������� ��� ��� ������ �
�	 �� �
	�����
� ����

��� ���
	��������� �
�������� �����
� ������ �� �� ��	������ ���
 ��� ���

�
	��������� 	
	����	 �����
��

Du

Dt
=

1

ρ
(∇ · σ) + g. ��� !�

"�� ��
������� 
� ����� �����
�� ������ ���
���� 
� ��� ������ ����
� σ� ��

��� ��#� ��
 ������� ��
 �
���� ��
���� 
� σ �� ��������� �� 	
�� ������

�� �
	�����
� ���� ��� �
�������� �����
� ��� ���� 
�� ���� �
 ��� $����

�����
�� ��� ���
�� 
�� �
 ��� %&����'�
(�� �����
���

����� ����	 �
������

"�� ������ ��
��� �
� ��� ������ ����
� σ �� �
 ������� �� ������ �
���� �#����

�
� ��� ��������� �� ���� ��� σ �(�� ��� �
�	

σ(x, t)αβ = −p(x, t)δαβ, ��� ��

����� p �� ��� �������� �� δαβ ��� )�
���(�� ��	�
�� ��������� σ ���
 ���

	
	����	 �����
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� ������ �
�	 ���  � �� ����� ��� �
�������� �����
�

����*� ��� �
	��������� $���� �����
�� �� 
�������

∂

∂t
ρu + (u · ∇)ρu + ρu(∇ · u) = −∇p(x, t) + ρg

∂

∂t
ρ + ∇ · ρu = 0. ��� +�

�� �����
� � ������ �����
� 	��� �� ���� ������� �������� �� ������

�� �������  ���� �����
� ������� ��������, ������� �� ������, ��� �
�

�#	��� - *.�

/
� ���
	��������� 0���� ��� ������
� �� ������ �� �� ���	�� ��� ��� �������

�� �
����� ρconst = ρ(x, t)� "�� ���
	��������� $���� �����
�� �� 
������

���� ��� ���
	��������� 	
	����	 �����
� ��� !� �� ��� ���
	���������
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Du

Dt
= −1

ρ
∇p(x, t) + g

∇ · u = 0. �����
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� �� �� ����
��
�� �� �
����
 ��
 �������
�����
 ���
� 
�������� �� ����
 

���� ����!����
�� "�
 �
������# 
������� �������� ��
 ���
���� $�% �
����&

����� �� ���
� �

!
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�������� �� ���
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���!�� '���# �
����
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#�
����# ��!	 ����
� ��
 �������
�����
 ���
� 
�������� ���
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%��
��
! ��

∂

∂t
uα + uβ

∂

∂xβ

uα = −1

ρ

∂

∂xα

p

∂

∂xα

uα = 0. ���(�

"�
 ���
���� 
������� ��� �
 �
�����
� ��

∂

∂t
uβ + uα

∂

∂xα

uβ + uβ
∂

∂xα

uα = −1

ρ

∂

∂xα

σαβ

∂

∂t
uβ +

∂

∂xα

(uαuβ) = −1

ρ

∂

∂xα

σαβ

∂

∂t
uβ = −

(
∂

∂xα

σαβ + ρ
∂

∂xα

(uαuβ)

)
∂

∂t
uβ = − ∂

∂xα

Παβ. ���)�

*��
����# ��
 ���
�� �
���� σαβ ���� ���+ #��
� ��
 ���
���� $�% �
���� ��

��
 �������
�����
 ���
� 
��������

Παβ = δαβp + ρuαuβ. ��,-�

"�
 ���
���� $�% �
���� !
�����
� ��
 ���
���� $����# �����#� � ��� 
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�
�
�� dS ���� � ���� ������ n� "�
 ���
���� $�% �����#� dS ���
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� ����� 	 ����	�� ����� ��� ����� ���� 	���

fα = Παβnβ. ������

��� ����	�� ��� 	���� �� �� �	��	 !� ��
���	��
��� ��������� �������

	��	 ��� ����
 � � ������� ���	����� ��		����

��� ���� �������� "���� ����	��� 
������� 	�� ����#�� ! �
��� ���
��

���$ �� 	��� � �	 ! �� �	��	  � ��	��� ! ���
� ��	 ����	 �� ���
 	


������� #����� �����
� ��%� ��
 ������� 	��$ ������	 ����� !���	��� ����

����� 	�� �	���� 	���� σ ���	 �� ����� ����
����$�

����� ����	
����	� 	�������

� �	��� 	�� &�#���'(	%�� ����	��� !�� 	�� ����	�� ����	�� 	��

�	���� 	���� σ �� �����	�
 ��

σαβ = −pδαβ + μ

(
∂uα

∂xβ

+
∂uβ

∂xα

)
, ������

)���� μ �� 	�� 
$����� #�����	$�

*� �+�� (	%�� 
�
���
 	��� ����� ! σ !�� 	���� ������	��$ �$ 	������

�����!� 	�� �	���� �� 
�#�
�
 ��	

σαβ = −pδαβ + σD
αβ. ����,�

��� �����	��� 
�!���	�� 	���� σD
αβ ���	 ��	��!$ 	�� !��)��� 	����  � '

��	���-

�� "��� σD
αβ ���	 �� � ������ !���	�� �� 	�� #����	$ ���
���	� ∂uα

∂xβ
)�	�

α, β = 1 . . . N �

�� "��� σD
αβ ���	 #����� �! 	�� �) ��#�#�� � 
�!���	�� ! ���
 ���'

���	��

,� ��� ����	����� ! σD
αβ 	 	�� #����	$ ���
���	� ���	 �� ��	� ���
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σD
αβ = μ

(
∂uα

∂xβ

+
∂uβ

∂xα

)
������

������
 ������	 ��� ��	����� ��������	�

��� �������		��� �������� ������� ������ ��� ��� ����� �� σ �	��

����� ��� ��� �������		��� �������
 ������� ������ ��� ������ ��� �����

���		��� �� ���!��"�	 �������	 ��� ��� # �� �


Du

Dt
= −1

ρ
∇p + νΔu + g

∇ · u = 0, ����$�

����� ν = μ
ρ
	 ������ ��� "������  	��	�
� ��� �� ���!��"�	 �����

���	 ��� ��� ��	� �������� �������	 � %�� �
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���� �� �� �������� %��	& ���� ��� %��	 ���� ��� �������		���& �����

#�����	 ��� �� � ��� �������
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∂

∂t
uα + uβ

∂

∂xβ

uα = −1

ρ

∂

∂xα

p + ν
∂

∂xβ

∂

∂xβ

uα

∂

∂xα

uα = 0. ����,�
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������ �� ��� 	���������	��� ���	������ �� �!���	���"

Παβ = ρuαuβ + δαβp − μ

(
∂uα

∂xβ

+
∂uβ

∂xα

)
. #���$%
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∂

∂t
uβ = − ∂

∂xα

Παβ

∂

∂xα

uα = 0, #���'%
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∂u

∂t
+ (u · ∇)u︸ ︷︷ ︸

��� ��������

=

	����
��︷ ︸︸ ︷
−1

ρ
∇p + νΔu︸︷︷︸

�����
� ����

+g. $%�&'(

�� �����	�� ��� �	������� �� ����� ��
��� )
�� 	 ��	
	���
����� ��� ����� U

	�� 	 ��	
	���
����� ������ L �� ������* ��	����

|u| = O(U) 	��

xj = O(L) $%�+,(

���� j = 1 . . . N 	�� ���
���
�∣∣∣∣ δu

δxj

∣∣∣∣ = O

(
U

L

)
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|(u · ∇)u| = O

(
U2

L

)
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|νΔu| = O

(
ν

U

L2

)
. $%�+%(
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|(u · ∇)u|
|νΔu| = O
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U2

L
/ν

U

L2

)
= O

(
UL

ν

)
. ������

���� ��� ������� ���� ���	����	����� ������ U1 �� U2� ���	����	����� 
�����

L1 �� L2 ��  ������� !���������� ν1 �� ν2 �	�  ������� ����
�	 ��

U1L1

ν1

≈ U2L2

ν2

. ������

��� ����	

"� =
UL

ν
������
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s
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[cm] �� ν = [ cm2

s
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Q =
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∂ux

∂t
+ ux

∂ux

∂x
+ uy

∂ux

∂y
= −1

ρ

∂p

∂x
+ ν(

∂2ux

∂x2
+

∂2ux

∂y2
)

∂uy

∂t
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∂uy

∂x
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∂uy

∂y
= −1

ρ

∂p

∂y
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∂2uy

∂x2
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∂y2
)

∂ux

∂x
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∂uy

∂y
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*� � ������	 
����� +�� �
 �

���� ��� ��	������ �� ��� x �$�
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��� ������� ��

������ ��	
 ��� ������	
� ��	��
� ����	� �� � ��
���
		� ���

�������	 ��
������� �������� �� y �� ����� �	

1

ρ

P1 − P2

L
= ν

∂2

∂y2
ux(y). ������

��� �������	 ����������

ux(R) = ux(−R) = 0 ������

�������� ���� ����� �� �� �������� �� ��� �������� ���� ���� �� �����

���� � �� ��! ���������� ��� ������� �� �������� ���� ���� ���� �� �����

�	

ux(y) =
(R2 − y2)(P1 − P2)

2ρνL
=

(R2 − y2)(P1 − P2)

2μL
, ������

����� �� ��� !������� ������	 !��"� �� � #������� $��% ��� "���� ��&� ���

#������� !��"� �� ����� ���� ��� � ���!� ����"������ �� �������� �������

�� ��� �����������

��� ������� #������� �������� ��������� ��'�� �!!��� ��	 �� ����� �!����

���������� (� ��� �� ����	 �������� �	 �!!	��� ��� ���� ��������� ��

��� �����!������� )����� *��+�� ��������� �� �	������� !��� �����������



������� �	 
��� ������� ��

����� ��	 
��	� �

∂ur

∂t
+ (u · ∇)ur −

u2
ϕ

r
= −1

ρ

∂p

∂r
+ ν(∇2ur − ur

r2
− 2

r2

∂uϕ

∂ϕ
)

∂uϕ

∂t
+ (u · ∇)uϕ +

uruϕ

r
= − 1

ρr

∂p

∂ϕ
+ ν(∇2uϕ +

2

r2

∂ur

∂ϕ
− uϕ

r2
)

∂uz

∂t
+ (u · ∇)uz = −1

ρ

∂p

∂z
+ ν∇2uz

1

r

∂(rur)

∂r
+

1

r

∂uϕ

∂ϕ
+

∂uz

∂z
= 0 ������

����

(u · ∇) = ur
∂

∂r
+

uϕ

r

∂

∂ϕ
+ uz

∂

∂z
������

∇2 =
1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
. ������

�
��� � ������� ��� ��������
 ��� z ���� �� �����	 !

ur = 0

uϕ = 0

uz = uz(r, t). ������

"��	����
 ��	 ��� #	� ���� ��	 	$������� ���� ��	 %���	�&'��(	� 	$�������

��(	 ��	 ����

0 = −1

ρ

∂p

∂r

0 = − 1

ρr

∂p

∂ϕ

∂uz

∂t
= −1

ρ

∂p

∂z
+ ν

1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
uz. ������

)�	� ��	� � ��� ∂uz

∂t
= 0 �� �����	 �� � �������� *�	����	 
�� �	��



������� �	 
��� ������� ��

∂p
∂z

= P1−P2

L
�� ����� 	
� ������� ����	��� �� ��	������

1

μ

P1 − P2

L
=

1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
uz. ������

�� 	
� ������ �������� �����	��� uz(R) = 0 �� ������ 	
� ���	��� �� 	
�

��!����	�� ����	��� �� ����� ��

uz(r) =
(R2 − r2)(P1 − P2)

4μL
. ����"�

��	����	��� uz ���� ��� ���� ����� 	
� #�� Q ����	��� 	
� $������� ����	����

Q =

∫ R

0

2πruz(r)dr =
πR4(P1 − P2)

8μL
. ���%&�

'� ��������� �� ���	��� ����( 	
� ���	���	� �� 	
� ����� �� �!��	� 	
� �
���

�	���� ��		��� �� 	
� #���� )
� $������� 	
���� �� �*���� #��� ��� �� �����

�+	����� 	� ���	�� 	����� ,��*�� -��./� �� �� ���� ��� 	
� �������	��� ��

���	���	�� 0�	 ����� ��� �� ��	 ���� -��./� �� ��� 	
������� ��� ������

�������
 ��� �� ����� )
� ������� �����+�*�	��� 
�� ���� �������� ��

1� 2� 3��� 4��5 �
� ����*�� � ����� �������� ������ ���	����
��

r(z) = r0 + α
p(z)

2
, ���%(�

�
��� r0 �� 	
� 	��� ������ �
�� 	����*��� �������� p(z) �� 6��� ��� α ��

	
� ��*������ ����	��	� 7
�� 	
� ������	��� �� ������	 	� z �� 	�.�� 	
��

δr(z)

δz
=

α

2

δp

δz
, ���%��

	
� �������� �������	 ��� �� �����	�� ��	� 	
� �������� #�� ���	����
���

)
� �������� #�� ���	����
�� �� �����	�� ����� 	� ����	��� ��%& ��	 ��	


� �������� �������	 ��������	 �� 	
� ���	��� z� )
� #�� Q �� ���� ��

����� ������	��� �� 	
� 	��� 	
�� �	 �� ����������	 �� z� )
� �������� #��
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������	
��� �� 	����
�� �� �
�������
� ���� 	� ����������� ���� 	��� 	
� ��	��

�����	
� �
 ����� ����
��	
 ��� ������ ��

δp

δz
=

8μ

πa4
Q ������

�
� �
 ��	 ����
��	
� �� ��

δp

δz
=

3μ

2a3
Q. ������

��� � ����	
� ���� �
� ���� ��� �
������ �
�	 ��� ������� ������ ������	
���

���� �
� �
�������� �
 ������ �	 z� !��
� � ����	
 ���" ��� #	��	��
� ������

$	� ������	
��� �� 	����
�� �
 ����� ����
��	
�%

r(z) =
5

√
20μα

π
Qz + c1, ����&�

����������� �
 ��	 ����
��	
�%

r(z) = 4
√

12μαQz + c2. ������

��� �
�������	
 �	
���
� c ��
 �� ���������� #�	� ��� �	�
���� �	
����	
'

���� c1 = r(0)5 �
� c2 = r(0)4� ��� $	� ������ ������	
��� �� �	���� �


(���� ��) #	� ��*���
� $	��� ��� ��	+�����	
 	# ������� ����� �� 	#��
 ����

�	 �������� 
�������� ����	�� ���� ��
 ��
��� ����������' ��� �����	
 ����

����� �����	
�� ��	

,�		� $	� �� 
	� ������ ��
�� ��� ���	�� 	# -	�������� $	�� ��

	� �� �.

����� /� 0� 1	������� ������� ����
�� �
�	��������� $	�� ���	��� � �����

���� ���� � ������
� $	� �
� �����#	�� ���� ���
��
� ������� ������
�'

��� 2��3' 2��3 �
� 2�)3� �
 ����� �	�4� ��� �
�	��������� 5�����.6�	4�� � ��.

��	
� �
 ����
������ 	��� �		���
���� �� ����	
 ����� ��� ���� �� ������
�

	�
��

7���
 ����
�� $	� �� �������' ���� #�	� ��� 5�����.6�	4�� � ����	
� �




������� �	 
��� ������� ��

������ ��	
 ��� ������� ��	
�� r(z) 
� �� ����
� ��� ��� 	
����� ���� Q =
{1, 2, 3, 4} �
� α = 0.1, r0 = 1, μ = 0.04

������	��
� ���
	 ���	���
�� ���
��� ���� �� ��
����� ����� �� �� �
	���

���� �� �� ��������� �������	
����� ���� ���
��� �� 	��	��� �

1

ν

∂uz(r, t)

∂t
= − 1

ρν

∂p(t)

∂z
+

1

r

∂uz(r, t)

∂r
+

∂2uz(r, t)

∂r2
. ������

��	 �� ������ �� � � �������� �	����	� �	
���� ���� �� 
!�� 
� 
 �� ���

�
	 ����  ����

−∂p(t)

∂z
= Aceiωt. ����"�

#�� �
 
� 
	��	
	� ��������� ��������� 
�� ���
	�$����	
��� �	����	�

�	
���� ����� �� �%�	����� ��� 
 ���	��	 ��	��� 
� �� �� ���� �
	 ������

&���	��� �� �	����	� �	
���� ��� ���
��� ���� ��'��

∂2uz

∂r2
+

1

r

∂uz

∂r
− 1

ν

∂uz

∂t
= −Ac

μ
eiωt. ����(�

)�� �� ���������

uz(r, t) = w(r, t)eiωt ���"��



������� �	 
��� ������� ��

������ ��	
 ��� ���� ����	��	� 
������ ������ �� � ��������� ���

��� �����	
�� ������� �����
�� 
� ����
����

d2w

w2
+

1

r

dw

dr
− iω

ν
w = −Ac

μ
. ������

��� �����
�� ��� ��� �����
�� ���� ��� �������  !"#�

w(r) =
Ac

iωρ

(
1 − J0(r

√
i3/2ω/ν)

J0(R
√

i3/2ω/ν)

)
, ������

	���� J0 
� � ����� ���$�
�� �� ��� %��� &
�� �� ����� '��� 	
�� � $������

��������� (� 
� �
)�� �*

J0(x) =
∞∑
i=0

(−1)m

mΓ(m + 1)

(x

2

)2m

. ����!�

��� ������

α = R

√
ω

ν
������


� �������� �� �� +�������* ������� (� 
� � ���,�
����
���� ������ ���

$����$���
'�� ��� &
�����
$ �������
�� �� ��� -�
�� +
�� α. y = r
R

���

�������
���
�� ��� �����
��

uz(y, t) =
AcR2

iμα2

(
1 − J0(αyi3/2)

J0(αi3/2)

)
eiωt ����/�
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� ������ �������� ������ ��� �� ����� ��� �	������������ ������������� � ��

���	� 	��������!" #���� ��� ������� ����$��		 % ����	 &��%' (��� �� ���

����� 
��� ��� ����$��		 � ����	 (���� �� ��� ������	) ���	� �
 ��� ������
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 ��� ���� ������" *	 ��� 
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��������� ����������� �����	���" *	 ���� ������	 �	�! � 
�( �������� (���� ���

	����� 
�� ��� ���������	 �
 ��� ��% ��	 �� ���(	" /	 �	��������	 ��

����������� �����	��� �� 	�� �	 ����� �
 ���� (���� � )��� �	��������	 ��	

�� 
�	� �	 01�2 �	� �� �	 0132� (���� ��� ��		�����	 �� 4�� �!	����� ��

�	�����)����"
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 �������� ���	� x (��� �������! v �� � �����7� ���� t"
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���� ��	� 
��� ��� �� ����� �����	��� ���������(
δ

δt
+ v · ∇

)
f(x,v, t) = C(f, f) �����

��� ���� ���� ���� �� ��� ������ �������� �������� ��� �����	�� 	�����!

��� �� �� ���� ���� ��� �������� C(f, f)�

" ���� �� �#����#��	�� �� �����# ��������! ��� 	�����$� ���������� ��

�� �������� ��

ρ(x, t) =

∫
mf(x,v, t)dv

j(x, t) = ρ(x, t)u(x, t) =

∫
(mv)f(x,v, t)dv

Παβ(x, t) =

∫
(mvαvβ)f(x,v, t)dv. �����


��� ρ �� ��� ������#! j ��� 	�	����	! u ��� ������# ��� Π ��� 	�	����	

%�& ������ �� ��� '���� ���������! ��� ��$��� ����� ��� �������� ��()� ���

*�����+,����� ��������� �� �� �������� �# ��� -��$	�� '���� 	��������

�&$������ �� ������ ������ ��� �&$������ 
��� �� $�����	�� ��� ��� .�/0

��������� ��� -��$	�� '���� $������� ����� ��� �
� ��1����� �$$������

�� ���������� 	������ ��� %��� �#��	���

"� ����������	 �� � ������������ ������� �� ��2��� �� ��� ������������ ���+

���� f eq ���� �� ����� �� �# ��� �������� �$������! ����

C(f eq, f eq) = 0 �����

3�&
��� ���
�� ����

f eq(x,v, t) = ρ

(
m

2πkBT

)D
2

e
−m(v−u)2

2kBT ���(�

�� �� ����������	 ������������ �������! ��� �� ����� 3�&
���+�����	���

������������! 
���� v �� ��� $������ ������#! m �� ��� $������ 	���! T ��
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H(t) = −
∫

f ln fdvdx

dH

dt
≤ 0. ���� 

�� ������ ��� (�) ���� ��� ������	�� ��
	���� $�� ��� ��	� �	�� �

����������� *���	� �� 	�� ������ �	������ ���� 	�� ��������� ��� ��	�

�	�� � ���
��� �� 	 �	�� �� �� 	���#�� ���������� ��� ������	�� ��
	����

���� �	+� ��� ���� (
δ

δt
+ ci · ∇

)
fi(x, t) = Ci ���, 

#��� ��� �� �� ��������� ci 	�� ��� ��������� fi(x, t) ≡ f(x, ci, t)� -��
�	�

������ �� ��� �� ci #��� �� �������� �� ��� �����#��. �������

��� ��&� ��� � �� ��������� ���� 	�� �	�� 
��. ����� ���#	�� ��/������

�� $�� �����'

1

Δt
(fi(x, t + Δt) − fi(x, t))

+cix
1

Δx
(fi(x + Δx, t + Δt) − fi(x, t + Δt))

+ciy
1

Δy
(fi(x + Δy, t + Δt) − fi(x, t + Δt))

+ciz
1

Δz
(fi(x + Δz, t + Δt) − fi(x, t + Δt) = Ci. ���0 

��� �	����� �	���. � ����� �� 	 #	� ��	� Δx = ciΔt� ��� ��
��� ��� �	�

��	� 	�� ������	� ����
���� 	�� .
	�	���� (	.�	�.�	� ���	����� *������
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fi(x + ciΔt, t + Δt) − fi(x, t) = ΔtCi. �����

�
� ���������� ci ��� �
� ��������� �������� Ci ���� �� �
���� �������� � �
�

����������� 
 ���� ����� !��������� ��� �
� "����
# $��� ��� ������ ��%

���� �� �
� �������� ������������ �������� ��� �����& �� �!������ ��'��

ρ(x, t) =
∑

i

fi(x, t)

j(x, t) = ρ(x, t)u(x, t) =
∑

i

cifi(x, t)

Παβ(x, t) =
∑

i

ciαciβfi(x, t). ���(�

)
�� �
� �� 
�� ���� ��������� ��� �
� $��� ���� �
� ��������� �������� 
��

���� �
���� �� ������ �����& �� �
� �*+, ������& �� � ��������� ���������

��������# -
��
 �� ������������� �.�������# ��� /��0� 1���� ������������


��� ���� ���� � 1� 2�&���� ��� 3� 3�����" /�	0 -
� 
��� ��������� �

������ ��������� ��������# -
��
 
�� ���� ����������� � �������"����� �����

� ����� �!��������� f eq� �
� ��������& �� �� ������ !���������� �� ��� �
�

��������� �������� Ci ��� �� ��������� ��

Ci = Aij(fj − f eq
j ). ���45�

1�� � �������� ����������� �� �
� ������������ �� Aij �
� ������ �� ����� ��

/��0�

6� �
�� -��7 � ������� �����.������� �� �
� ��������� �������� �� �������# �
�

�� ������ 
����&�� *���� ��� 8���7 �*8� �����.�������� �
� ��������

������� *8 �����.������� ����� �� �
� �*8 ���
��� , �������� ��%

��������� �� �
� ���
�� ��� �
� ���� ������� �
����� �� ���� �� ���������� ci

��� ������������& �!�������� ������������ ��������� f eq ��� &���� �� �
� ��.�

��������



������� �	 ��� 
������ �
������ ������� ��

����� ���� �	
����

��� �����	��
 ������� C �
 ��� ������

 ������
 �	�� ���� �	 �� ���� ����

������� 
����� �� �� ���
 �! "� �� #��		 
� $� %���& '()* 
� � ���

	�� ���� �� +��
��� '�,* ��� ����-����� ��� �����	��
 .���  ������
�

��.��	 
 ������/����0(
δ

δt
+ v · ∇

)
f(x,v, t) = −1

τ
(f(x,v, t) − f eq(x,v, t))), ������

.���� f eq �	 ��� $-.��� ��	���/����
 �	�� ������
 ��(� 
� τ �	 ��� �����	��


���� 
� ���	 1
τ
��� �����	��
 ������
��� ��� �#% ����-�����
 ������	

�.� ������
� ���������	 �� ��� �����	��
 �������� 1��	� ��� �����	��
 �
����


�	 �� ��� ������� �� ��
	������ ���	� �
���
�	 �� �		! ����
� 
�

&�
���� �
�� �� 2���
��� ��� ��	���/����
 ��
����
 ����	 �� ��� $-.��� ��	�

���/����
 ����� � �����	��
� ���	 ��
	 ��� ��� 3�������� ����� �	 	���� �����

��� ��	����� ���	��
 �� ��� ������

 ������
 .��� ��� �#% ����-�����


�� ��� �����	��
 ������� �	 /��
 ���	�
��� /� '��* 
� '�4* 
� �	 �	����

����� ��#% ������
� 5� �	 �/��
�� /� �
	����
 ��� �#% ����-�����


�
�� ��� ��	����� &�
���� ������
 ��6� 3�
�� ��� ��#% ������
 �&�	 ���

����

fi(x + ciΔt, t + Δt) − fi(x, t) = −Δt

τ
(fi(x, t) − f eq

i (ρ(x, t), j(x, t))) ����4�

.��� ρ(x, t) 
� j(x, t) ���� ������
 ��)� ��� ������� τ �	 ��� �����	��


���� 
� ��� ��	����� ������/���� ��	���/����
 ��
����
 f eq
i (x, t) ≡ f eq(x, ci, t)

�	 
 ����-�����
 �� ��� $-.����������

 ��	���/����
 ��
����
 �	��

������
 ��(�� 7���
 ��� ��#% ������
 �	 ��������� 	

fi(x, t + Δt) = (1 − ω)fi(x − ciΔt, t) + ωf eq
i (x − ciΔt, t) ������

.��� ��� �����	��
 ������
�� ω = Δt
τ
� ���	 �����	�
����
 �� ��� ��#% �&�	

��� �-������ 
���� �� ��� ������ ���� ��	�/��� 5
 ��� �����.�
 ��		�/��

������	 �� ��� ������/���� ��	���/����
 ��
����
 f eq
i 
� ��� ���������	 ci ��
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��� �������
��� ����������
 ���������	 ��	���	 �� ������� �� ������	�

�� 
���
�
 �	���� ���	����� �	��� �� ��	����	 �� ��	�������	 �� 
����


�
�	�
 �	� 
�
�	�
 ���� ��� ����� ��� ����� �� � ����	�
 �� ����	�

�����

f eq
i (ρ, j) =

wi

ρ0

(ρ +
m

kBT
ci · j +

m

2ρkBT
(

m

kBT
(ci · j)2 − j2))  !�"#$

%�� %�����	� ������ wi� 
��� ��	��� ρ0� ������� 
��� m� ������� �����

v� &��'
�		 ��	��	 kB� �
������� T �	� %�� ��	��� ρ = ρ(x, t) �	�


�
�	 j = j(x, t) ���
 ������	 !�(� )�� �� �� ��	�������	 �� 
���

�	� 
�
�	�
 �� f eq
i ������*

ρ(x, t) =
∑

i

f eq
i (ρ, j)

j(x, t) = ρ(x, t)u(x, t) =
∑

i

cif
eq
i (ρ, j).  !�"�$

��� %�����	� ������ wi 
�� �� �����	 �	 �������	�� � �� ��������� ci

�	 � %�� �� ��� ��	����	� ���������� ��� j = 0� �� ������� 
�
�	� ��

� ����� ����� �� �� �������
��� ����������
 ��	���	 ������ �� �������


�
�	� �� �� +��%���,&��'
�		 ���������	� -�� ��	����	� ���������

�� +��%���,&��'
�		 ���������	  ������	 !�#$ �.�� �� ���


f eq(v) = ρ0

(
m

2πkBT

)D
2

e
− mv2

2kBT ,  !�"�$

%���� ρ0 �� �� 
��� ��	���� m �� ������� 
���� v �� ������� ������ kB

�� &��'
�		 ��	��	� T �� �
������� �	� D �� ������ ��
�	���	�

��� 
�
�	� �� �� %�����	� ������ �	 �� ��� ��	� ���� ����� �� ���,

�����	��	� 
�
�	� �� �� +��%���,&��'
�		 ���������	 ��� ��	����	�
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∑
i

wi = ρ0∑
i

ciαwi = 0

∑
i

ciαciβwi = ρ0
kBT

m
δαβ∑

i

ciαciβciγwi = 0

∑
i

ciαciβciγciδwi = ρ0

(
kBT

m

)2

(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ). ������

��� �����	��� ���	�
 wi ��� 	�� ����� kBT/m ��
	 �� �������	�� ��� 	��

����	���
 ������ ��	� 	��	 kBT/m ��
 �� ������� �� 	�� ����
�� �� ����!

	���
 ��� �
 ������ 	� �� ���
	��	� "���� 
���	���
 �� wi ��� kBT/m ���

�� ����� ������� 	�� ����� �� ������	��
 ci �
 ���� ������� #��� ��


 �
��	�� �����
 
���	���
 �� $��% ��� $��% �� ��&���	 ��		���
�

��� ��		���
 �
�� �� '()* ��	���
 �� ������� ������ +�#�� ���� d �


	�� 
 �	��� �����
��� ��� q ����	��� 	�� ����� �� ��		��� ������	��
� ���

��		��� ������	��
 ci �� 	�� 
��� �� ���� ��		��� ���� x ��� �� ����� ��

���� ΔV = [−c, c]D� ���� 	�� ��		��� ������	�

c =
Δx

Δt
����,�

��� ��
 	�� 
 �	��� �
���	��� Δx 	� 	�� 	�� ��� �
���	��� Δt� -� 	��
 ���

�	 �
 �

��� 	��	 x + ciΔt �
 ����� � ��		��� �����

-� 	�� 
 �	��� �����
���
 	�� ��
	  � ��� ��		��� �
 	�� +.#/ ��		��� �
��

0��� ��.� ��	� 	�� ���
 ������ �����	
 ��� 	���� ���� -� 	��
 ��1 	��

+.#/ '()* ��	��� �
 �
�� �� 
�����	��� �� 	�� �����
���
�

-� 	��� 
 �	��� �����
���
 	��� �� 	��  � ��� ������
� 	�� +�#�� '()*
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������ ��	
 ��� ������	��
 �0 . . . �8 �� 	�� ��� ��		���

����� �	 ci 
���� �	 ci ������ wi kBT/m
� 0 4

9
1
3
c2

������� c 1
9

�������
√

2c 1
36

���� ���
 �����	
 �� ��� ����

����� ��� �� ����� �� ! �����" �� ��� #�$% �� ����� �� !

����� �� 	�&�$��" '� ����� 
����(�� ��� )�*$� �"�� ����� 
��� ���$��� ���

�� ����� 
����(� ��� �� (��+*�������

, (��+�$" '� #����� (�� -� 	�*��

�� ��-
� �"�"

�� 
���$��*$� �� ����� �� ! ����� �� 	$�.*���
, *���� ��� )�*$� �"� #��

�� (�$$��+������ #����� �� ��-
� �"�" '� ��&������ �	 �� ���$ �*�-�$

�	 
����(� &�
�(����� �� � ���$ ���-�
��, $���� �	 �� ����� �� ! �����"

�� �� ������ �	 -
��� /�# ���*
����� �� ����� ����� �� +$�&�� �� -�

�*0(����"

'� �� ! ����
� ���($�-�� �� ��� ��(���� �$� ��+
�(�� �(���� 	�$ (�
(*1


����� �� ��(��+$����-
� 2�&��$13��%�� �.*������ �"��" '� �� ! (�������
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0 . . . 
14�� 	�� ���� ��		���

����� �	 ci 
���� �	 ci ������ wi kBT/m
� 0 2

9
1
3
c2

����������� c 1
9

�����������������������
√

3c 1
72

���� ���	 �����	
 �� ���� ����

�	 �� ������� �������� ���� ��� � ��� �	  �
�������� !�� ��"�� �� ����#

$�%��� �	 � 
������ ���� ��� �� ��%%��&������ !���� �	 ��� ����
�$%��'

����%�$����� f eq� (�  �
����) "�
� u(x, t) �	 �� *� ��%#+����� ��������� ��

��� �� �� $) ���� �� &%����%� "�
� �� �$������ $)

p(x, t) = ρ(x, t)
kBT

m
=

c2

3
ρ(x, t), ,����-

��  �������) ν ��� $� ��.����� !�� �� &�%�'���% τ �% ω %��&���� �
)

ν =
c2

3
(τ − Δt

2
) =

c2

3
(
1

ω
− 1

2
)Δt, ,����-
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����� �	 ci 
���� �	 ci ������ wi kBT/m
� 0 3

9
1
3
c2

����������� c 1
18

��������������������������������
√

2 � 1
36

���� ���
 �����	
 �� ���� ����

��� �� ����� �	 ����� cs ��� �� ��������� ��

cs =

√
dp

dρ
=

1√
3
c.  �!��"

#� $%&' (����� �)� ���� ����)�� �* ��������+����� �	 �� %�
�+(���

�,������ ��� �* � ������ �������(����� �	 �� ��

����� ��������! �� ���

������� �� ����	 �� ���� ���� ��� ��� ���(� ��� (�(�� �� ���)��� �	

-����! �� �� 	�

�.��� ������� �� .�

 �� ��.� ��� �� ��������� $%&'

(����� �����

* �������(��� �� /�)���01��2�� �,������� .�� �� ��������

��� )�������* 	��( ���)�� ��� �� �� 3��(��04��2�� ��������� .�

 ��)��
�

��
* �� �� ����(�������
� 
�. 5�� ��(��� 
�(��!
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��� ��	� 	��� �� �� ���	����� �!����	�� 	� � �	�� �� ������ �� 	��
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�� �	/�
�� ���	�� ��
	�	��� ��� �� �	�	� �	����0

• 1���!�	�� �(�
�� � ����� ���	�	�
	�� 2��
� ���3 	�� ����� ε04

• ����� (���� ��� �����	�� 2��
���3 	�� ����� ε−14

• 5	/��	�� 2���(3 	�� ����� ε−24

��� �������� ����	�� ����
	��� �� #�	� �� � ��������	� �����3 ��� �	�

�� ���	�� ��� ���
 ����
�� ������ 2ε04" ��� ���
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	�	�� ��

�� ���	�
������ ����	��� ����
	��� �����	�� ��� �	/��	��" ���� ��

�� �	/�
�� ����
�� ������ 2ε1 ��� ε24 �� �� �� ���� ���	�� ����� 2ε14"

���
���
� �� �����(	� ����	� 	� 	�
������0

t0 2�	��
�� 	�� ���4

t1 = εt0 2����� �� ����� ��� �����	��4

t2 = ε2t0 2�	/��	��4 26"774

��
 ����
�� ������ ���

x0 2��� � �� ��	�� ����4

x1 = εx0 2���
���
	�	� ��� � ����� �� �� #�(4 26"764
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��

δt → εδ
(1)
t + ε2δ

(2)
t

δxα → εδ(1)
xα

. ������

��
� ����
�� ����	� ����� �����	
�� �������� ��
� ���	���	
�� �� 	�

��� !"�	
�� ��#�� 	� �����$ �� %��������
� #���
�� ��� 	��&

��� 	� �����
�� !"�	
��� �� '"
� �$��%
���

(
��	 	� �
�	�
#"	
��� fi(x, t) �� ������ ���"�� 	� !"
�
#�
"% �
�	�
#"&

	
��� f eq(x, t) 
� 	� ������
�� ��$�

fi(x, t) = f eq
i (x, t) + εf

(1)
i (x, t) + ε2f

(2)
i (x, t) + O(ε3) ����)�

�
	�

∑
i

f
(1)
i (x, t) = 0

∑
i

cif
(1)
i (x, t) = 0

∑
i

f
(2)
i (x, t) = 0

∑
i

cif
(2)
i (x, t) = 0, ������

	�"� f
(1)
i ��� f

(2)
i �� ��	 ���	�
#"	 	� %��� �� %�%�	 #"	 �� ���$ 	�

��
��	
�� ���% 	� !"
�
#�
� 
� 	� ����� ε ��� ε2� �� ����%	� ε ���

# 
�	���	� �� 	�  �"��� �"%#� ��
�� 
� 	� ��	
� #	�� %�� ��

��	� ���	� ��� 	� ������	�
�	
� ���	� ���� �� 	� '��� �� ����%	� ε

��#�� � ��	"�#�	
�� �� 	� !"
�
#�
"% 	� � ��	�
� ������	�
�	
� �����

�� *
�	
� !"�	
�� 
� �
�� #$

fi(x + ciΔt, t + Δt) = (1 − ω)fi(x, t) + ωf eq
i (x, t), ����+�

��
�� 
� !"
����	 	� ��,�� (
��	 	� ��	 ���� �
� �� 	� !"�	
�� 
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fi(x + ciΔt, t + Δt) = fi + Δt(δtfi + ciαδxαfi) +
1

2
Δt2(δ2

t fi + 2δtciαδxαfi + ciαciβδxαδxβ
fi) + O(Δt3). ������

�
� 	�� ������ 
� 	�� ���	�� ������	���� ���� �� �����	�� ��	
 ����	�
� �����

���� ���� 	


fi(x + ciΔt, t + Δt) = fi +

εΔt(δ
(1)
t fi + εδ

(2)
t fi + ciαδ(1)

xα
fi) +

ε2 1

2
Δt2(δ

(1)
t δ

(1)
t fi + 2εδ

(1)
t δ

(2)
t + 2δ

(1)
t ciαδ(1)

xα
fi + εδ

(2)
t ciαδ(1)

xα
fi +

ε2δ
(2)
t δ

(2)
t fi + ciαciβδ(1)

xα
δ(1)
xβ

fi) + O(Δt3). ���� �

��� �!������ fi(x, t) �����	�
� ���"� �� �����	�� ��	
 ��� � #
�	�� $� ε ��

	
 ���
�� 
���� 	��� �����

fi(x + ciΔt, t + Δt) =

ε0f eq
i +

ε(f
(1)
i + Δt(δ

(1)
t f eq

i + ciαδ(1)
xα

f eq
i )) +

ε2(f
(2)
i + Δt(δ

(1)
t f

(1)
i + δ

(2)
t f eq

i + ciαδ(1)
xα

f
(1)
i ) +

1

2
Δt2(δ

(1)
t δ

(1)
t f eq

i + 2δ
(1)
t ciαδ(1)

xα
f eq

i + ciαciβδ(1)
xα

δ(1)
xβ

f eq
i )) +

O(ε3). ����%�

��!	 	�� ����� ���
� �!�����
� ���% �� �����	�� ��	
 	�� &���	�� ����	�
�

���' 
� 	�� ��	 ���� ����( 
� 	�� ����	 ���� ���� 	�� �!������ ���	��$�	�
�

����	�
� ���" �� �����	��� ��� ����� &���	�� ����	�
� 	��� 	�&�� 	�� �
�)

0 = εE
(0)
i + ε2E

(1)
i + O(ε3) ����*�
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E
(0)
i := δ

(1)
t f eq

i + ciαδxαf eq
i +

ω

Δt
f

(1)
i

E
(1)
i := δ

(1)
t f

(1)
i + δ

(2)
t f eq

i + ciαδ(1)
xα

f
(1)
i +

Δt

2
(δ

(1)
t δ

(1)
t f eq

i + 2δ
(1)
t ciαδ(1)

xα
f eq

i + ciαciβδ(1)
xα

δ(1)
xβ

f eq
i ) +

ω

Δt
f

(2)
i . ��	�
�

��� ���� ������������ �� ��� ������ ������� �������� ��� ���������� �����

����� �� ���� ������� ��� �� �������� �� ����� ��� !���� ��� "�� ������

�� Ei �� "�� ��� ��������� ��#������� ��� ������ ��� ��������� ��$��

����� �� ε	 %�� !���� ������� ����� ���������� ��������� ����� �������

ρ& ��� ������ ������� ����� ��� ����'� ������ j(

∑
i

E
(0)
i → ���������� ��������

∑
i

ciE
(0)
i → )��� ���������

∑
i

E
(1)
i → �� ���� ��$�����

∑
i

ciE
(1)
i → �������� ��$�����

⇒ *�#���+����� ��������� ��	���

��� ��� !���� ������ �� E
(0)
i �"�� ��� �� ε�& ��� ����������� ����������

�������� �� ���#��(

0 =
∑

i

E
(0)
i =

∑
i

δ
(1)
t f eq

i + ciαδxαf eq
i +

ω

Δt
f

(1)
i

= δ
(1)
t ρ + δ(1)

xα
jα + 0

= δtρ + ∇ · j. ��	���
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����� ��	�� �� 
�������	�� �� ���� ��� ����� �� feq �	���

	� ����� ��� 
�������	�� ������	�� �� �� ���	�	��	�� ����	� ���
	�� �	��

�� ��������� ���� 	� �� ������	�� 
��
���	���� �� �� 	�
�������	��� �	�	

δtρ 
�� �� �����
��� �	���	�� �� 	�
�������	��� 
��	��	� ����	��

0 = ∇ · u. ����� 

!��� �� "�� ����� �� E
(0)
i �"�� ����� 	� ε � �� #���� ����	��� ���

���	��� ��

0 =
∑

i

ciαE
(0)
i

=
∑

i

ciα(δ
(1)
t f eq

i + ciβδxβ
f eq

i +
ω

Δt
f

(1)
i )

= δ
(1)
t jα + δ(1)

xβ
Παβ + 0 ����� 

�	� �� ������� $�% ����� ���� 
����� &����� ����	�� &�'( 

Παβ =
1

ρ
jαjβ + pδαβ. ����) 

!�� �� 
��
���	�� �� �� ������� $�% ����� �� ���
��� �� �� ���	*

�	��	�� ���
	�� 	� ������� ��� ���'� ��������� �� ������� $�% �����

�+�� �� ����

Παβ =
∑

i

ciαciβf eq
i ����, 

=
∑

i

ciαciβ
wi

ρ0

(ρ +
m

kBT
ci · j +

m

2ρkBT
(

m

kBT
(ci · j)2 − j2)).

!��� ���� ��	��-

��

ρ

ρ0

∑
i

ciαciβwi = ρ
kBT

m
δαβ ����. 
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	���� wi

�� �����

��

1

ρ0

m

kBT

∑
i

ciαciβ(ci · j)wi =
1

ρ0

m

kBT
jγ

∑
i

ciαciβciγwi = 0 ������

���� ��
� �� ��� ����� �
� ��� ��� ����
���� 	��������� 
  ���� ��

γ� ��� ��� �
������ !�	
��� �� �� 
� � ��� �� ci" ��� �����

��

1

2ρ0ρ
(

m

kBT
)2

∑
i

ciαciβ(ci · j)2wi =

1

2ρ0ρ
(

m

kBT
)2jγjδ

∑
i

ciαciβciγciδwi =

1

2ρ

∑
γ,δ

jγjδ(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) =

1

2ρ
(j2δαβ + 2jαβ) ������

#� ��� ��	�� ���� ��� ����
���� 	��������� 
  ���� �� γ 
� δ" �������

��� �������� �� ��� ��������� �
	���� wi �� ���" ��� ����� ��� ������

	
� !� �
���$ �!�
��� ���� !$ ��������� 1 . . . D ��� α 
� β" ����� D

�� ��� � 
��
� ��������" 
� ���� ������� ���� γ 
� δ�

��

1

2ρ0ρ

m

kBT
j2

∑
i

ciαciβwi = − 1

2ρ
j2δαβ ������

��� ��� 	
� !� 	
�	��
�� ����� �������� �� ��� ��������� �
	���� wi"

��� �����

#� ��� ���� ��� �� ���� 
�� 
� �������� ��� �������� %�& ������ ��'�
(
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p = ρ
kBT

m
, �����	

���
 ���� ����
 ��� �� ���� ��
  ������� !�� ���� �� �������

������ ���� �� �� ��

�� ��� j2δαβ �� ���" ��� ���# $��$�
 ���� %��

���
 ��
�� �� ���
 �� &�
� ���� �� ε ���� ��  ������ ���� ��� ����� '� ��

��$����

��� ����� ��
  ������
  ��� (�$��� �� ��$����

��� )���

 ������
*

∇ · u = 0
δ

δt
u + (u · ∇)u = −1

ρ
∇p. �����	

+ 
$���� #�"�, ��� � ���
�$�� ������������ �� �� ��$��
$���$ )���  ��-

����
 ��� � ���.����� �� ��
 ������� ��( ��
���

/� ���
 �� 
$��� ���� �� ε ��. �� ��

�����. ���
 �
 ��##	 ��� 0���

���� �� !�.��-+��1
  ������
 �� �� ��0 2�$� ����� ������ %��
� ��

3���� ����� �� E
(1)
i �
 ��.
������ �
$��� ���� �� ε	� /��
 0��� 
��0

���� ��� �
 �� ��

 ��4�
����

0 =
∑

i

E
(1)
i

=
∑

i

δ
(2)
t f eq

i

+
Δt

2
(δ

(1)
t δ

(1)
t f eq

i + 2δ
(1)
t ciαδ(1)

xα
f eq

i + ciαciβδ(1)
xα

δ(1)
xβ

f eq
i ) ����,	

!�� ���� �� ���

∑

i δ
(1)
t f

(1)
i �

∑
i ciαδ

(1)
xα f

(1)
i ���

∑
i

ω
Δt

f
(2)
i ���� E

(1)
i .���
�

�$��
 ��  ������ ��#�� !(� �� 0��� � 
��0� ���� �� ��
� ��� �� ��
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δ
(1)
t δ

(1)
t

∑
i

f eq
i + 2δ

(1)
t δ(1)

xα

∑
i

ciαf eq
i + δ(1)

xα
δ(1)
xβ

∑
i

ciαciβf eq
i = 0. �����	
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δ
(1)
t δ

(1)
t

∑
i

f eq
i = δ

(1)
t δ

(1)
t ρ = δ

(1)
t δxαjα = δ(1)

xα
δ(1)
xβ

Παβ

2δ
(1)
t δ(1)

xα

∑
i

ciαf eq
i = 2δ

(1)
t δ(1)

xα
(jα) = −2δ(1)

xα
δ(1)
xβ

Παβ

δ(1)
xα

δ(1)
xβ

∑
i

ciαciβf eq
i = δ(1)

xα
δ(1)
xβ

Παβ. ������

������ 	�
 ��� 	��
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� ��� � 
���	��� ���� ��� 	�
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0 =
∑

i

E
(1)
i =

∑
i

δ
(2)
t f eq

i = δ2
t ρ, ������
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0 =
∑

i

ciαE
(1)
i

=
∑

i

ciαδ
(2)
t f eq

i + ciαciβδ(1)
xβ

f
(1)
i + ����*�

Δt

2
(ciαδ

(1)
t δ

(1)
t f eq

i + 2ciαciβδ
(1)
t δ(1)

xβ
f eq

i + ciαciβciγδ
(1)
xβ

δ(1)
xγ

f eq
i )

����� 	�
 	
��
∑

i ciαδ
(1)
t f

(1)
i ���

∑
i

ω
Δt

ciαf
(2)
i �! E

(1)
i ������ �
����
 �!
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∑

i ciαciβδ
(1)
xβ f

(1)
i ��
� ��	 ������ ��	 �� �
 ��		
�
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��������� ���	����	��� !���	��� f eq� ,� 	�
 $��	 ���
� �!

ε 
���	��� ���- ��
��� E
(0)
i = 0. 	���  �	� 
���	��� ���+ 	�
 ���	����	���

!���	��� f
(1)
i ��� �
 
"��
��
� ��

f
(1)
i = −Δt

ω
δ

(1)
t f eq

i − Δt

ω
ciαδ(1)

xα
f eq

i . ���/0�
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0 =
∑

i

ciαE
(1)
i

=
∑

i

ciαδ
(2)
t f eq

i +
Δt

2
ciαδ

(1)
t δ

(1)
t f eq

i ������

+(Δt − Δt

ω
)ciαciβδ

(1)
t δ(1)

xβ
f eq

i + (
Δt

2
− Δt

ω
)ciαciβciγδ

(1)
xβ

δ(1)
xγ

f eq
i

��� ����		��� ���	 ���� �	� �������
���

��

δ
(2)
t

∑
i

ciαf eq
i = δ

(2)
t jα ������

��

Δt

2
δ

(1)
t δ

(1)
t

∑
i

ciαf eq
i =

Δt

2
δ

(1)
t δ

(1)
t jα

= −Δt

2
δ

(1)
t δ(1)

xβ
Παβ ������

���	� ��� 
����	�� ��	���
��� �� �� �
�
�
�� !�
� � ���
��� ��	���
���

����� �"��
��� �����

��

(Δt − Δt

ω
)δ

(1)
t δ(1)

xβ

∑
i

ciαciβf eq
i = Δt(1 − 1

ω
)δ

(1)
t δ(1)

xβ
Παβ ����#�

#�

(
Δt

2
− Δt

ω
)δ(1)

xβ
δ(1)
xγ

∑
i

ciαciβciγf
eq
i =

Δt(
1

2
− 1

ω
)

m

kBT

1

ρ0

δ(1)
xβ

δ(1)
xγ

∑
i

wiciαciβciγ(ci · j)

Δt(
1

2
− 1

ω
)

m

kBT

1

ρ0

δ(1)
xβ

δ(1)
xγ

jδ

∑
i

wiciαciβciγciδ ������
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 f eq �� ���� �	��

���� ��� ����� ������ �	� ��� (ci · j) ���� ��
��� ������ ���� ��� 	��
�	��
�� 	� ��� ������� wi� ��� �����	
 �����  ��
 ��� �	��� �	��
�

	� wi �� �
������ �� ������

Δt(
1

2
− 1

ω
)
kBT

m
δxβ

δxγ

∑
δ

jδ(δαβδγδ + δαγδβδ + δαδδβγ) =

Δt(
1

2
− 1

ω
)
kBT

m
(δxβ

δxβ
jα + 2δxαδxβ

jβ) =

Δt(
1

2
− 1

ω
)
kBT

m
(∇2j + 2∇(∇ · j)). !��"#$

%���� �� ��	 �
� �� ����� ��� ����� �	������ �
� �	��	��
� ����	������	
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(2) + (3) = Δt(
1

ω
− 1

2
)δtδxb

Παβ

≈ Δt(
1

ω
− 1

2
)
kBT

m
δtδxb

ρδαβ. !��"�$

'�� ����	������	
 
������� ����� 	� 	���� O(j2)� �� � �	
����
�� ���

������()�	*�� �����	
� ��� 	
�� ���	����� �
 ��� �	� +��� 
���� ������
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 ��� ����	��� ��������	
 �� ��������� ���� ������� ��������	
 !���

�����	
 ���,$&

(2) + (3) ≈ Δt(
1

ω
− 1

2
)
kBT

m
δtδxβ

ρδαβ

= −Δt(
1

ω
− 1

2
)
kBT

m
δxβ

δxαjα

= −Δt(
1

ω
− 1

2
)
kBT

m
∇(∇ · j). !��"-$

.���
� ��������
� �	������ ���� ������ ��� �	��
�� ��/��	
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(1) = [(2) + (3)] + (4)

δ
(2)
t j = Δt(

1

ω
− 1

2
)
kBT

m
(∇2j + ∇(∇ · j)). ������

��� ������������� �	
����� ��� ������� �� ������ ��� !��� �� �����

����� ����� �" ε# ��
� ���$# ���% �� ���� ���&��

δtu + (u · ∇)u = −1

ρ
∇p + ν∇2u

∇ · u = 0, ���%'�

(�� ������ )
��
����� �� �� � &�����# (��� ��� *����
��

p = ρ
kBT

m
, ���%��

��� ������*��� �*��� �" ��
� cs

cs =

√
dp

dρ
=

√
kBT

m
���%+�

�� ��� ���������

ν =
kBT

m
(
1

ω
− 1

2
)Δt =

kBT

m
(τ − Δt

2
). ���%��

���� ���� kBT/m �� ��*���� �" ��� &������ ��&������� ci# � ��� ����� ����

�
���� � ��� &��� ������ ,+-�# ,�-�� �� ,�-�� ��� ��&
� ��  ��� ��

kBT

m
=

c2

3
, ���%$�

�� ��� ��&����� c = Δx/Δt �� ��*���� �" �*����& �� ���*���& ����&
���#

��� ���.�
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fi(x + ci, t + 1) − fi(x, t) = −1

τ
(fi(x, t) − f eq
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f ∗(x, t) = (1 − 1

τ
)fi(x, t) +

1

τ
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i

fi(x + ci, t + 1) = f ∗(x, t). *+�..-
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�	 ��	� ��������	� �������
 �����	 ��� �� ���  �� ������� ���	

 ���� ��!������ "�� �	 ��������
���� �	�	��� ���� ��� �	��� �	!�����#

���	� �� �
���	 $�$�% �	� $�$��� �������
 ���	���� 
�	�����	 
�	 ��

�������	��� !��� ���&

fi(xin, t + 1) = f−i(xout, t) �	�

fi(xout, t + 1) = f−i(xin, t). ���$�

'�� ���� ������ �� ��� �	��
� i ����� ��� 	��� xin �� xout ��!� 	�

	������� �	 ����
���	 −ci� '�� ��� ������	� ����������	  �	
���	

f out
i ��� 
���� �������� ���� ��� 
������	��	� �	
���	� ����������	

 �	
���	 f in
i �	 ��� ������� ��� � ��� �����	� �� ����� ��$�

• (���
��� �	� "��

�	 ����� "�� ��������	 ���� �	 �������
 ���� �������
 ���	���� 
�	#

�����	 � ��	 
�		�� �� ���� �	���� � �������
 ���	���� 
�	�����	

�	# �	� ���"�� ������ ��� ����������	��� '��� ������ ��� 	�� �	��	

�	� ��� �� 
���	 �	 � �������
 ���� ) ����� ������
� ��� �� 
����

��� ������ ���� �� ��
��� �	 ���  ������	� �
���	� *��	 � !���
���
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 �� ��� �����
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�

f in
i = f eq

i (ρ0(x, t),u0(x, t)) �����

����� ρ0(x, t) 	
 ��� ���
	�� �� f in
i  	� ��� ���	� 	
 ���	��	� �� 
�� ��

��� 	� ��� �������� �����
���
 �� 	�! �� ���"���

• #��
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$� %&'( 
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��� ���� �� �� ������� ����������

)�� ������ 	
 ���� ��� ���

��� p 	
 �	������ ������� �� ��� ���
	�� ρ

�	�� p = ρkBT
m

� *	��� ��� "�� 	
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�
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 � ��
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��� ���
	��
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	�� ρ0� +���������
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����
 �	
��	���	�� �����	��
 ��� �� ������� 	� ��� ���
 ��� 	
 ��

���
���� ��� ����
 ������

fnew
i (xp, t) = f eq

i (ρ0(x, t), 0), �����

��� ����� ��� 	
 �� ���
���� ��� ����
 �����	���

fnew
i (xp, t) = f eq

i (ρ0(x, t), u(x, t)). ���,�
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������� ���� ���� ��� �	��� �� ��� ���� ��� ������� ���	
�� ��	�


����	& ��� �������	 '���

��� 
�(���� ���% �� �� ������ ��� ����� ������� �� ��� ���)��� ��� �������

���)��� ��� ����
 ��� ���������	 ��	 �� �����	�
 ���� �	������� ��	��
���

����	�� *� 
�����
 �	 ��� ������	� +�+�� �	
 +�+�' � ���� 
�������
 ����	��

����
 ��� �� �����
 � ,��������� ��� �	
 �� ����	 �-

uP
z (r) =

(R2 − r2)(P1 − P2)

4μL
.'�/0

�	
 � ���� 
�������
 ����	�� ��������� ��� �� �����
 � 1������� ��� �	


�� ����	 �-

uW
z (r, t) =

AcR2

iμα2

(
1 − J0(α(r/R)i3/2)

J0(αi3/2)

)
eiωt. .'�20
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uapp
z (r) = (RN − rN)c0 %���&

���� � ������ c0  �� ������ �� N ≥ 2� ��� #�
�� ��'�

��� �������� ���#��� �
�� �� ������ �� ����� ��� ������������ ��� q(t)

����� �� �� � ���������  ��� � ������� ����� � ��� ����������
��� �������

��� ������� (�'�)� ��� ��
��� � ��*���� ������� � ��� ���� ��������

���#�� �� ��� ������� ���
����� ��� ��� ����
���� � !+�"�

����� ����	
�� ��
���
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������� ��������� � ��� ������ �����
���� �� ��������� ����� �����

���� ��� �������� � ������ )�)�' �� )�)��� ���� ��� ���
����� � ��� ��

����� ������� ������� ���� ������ �� ����������� ����� ��� �������  ��

����� ��� ���
������ ��
� ���� ������� -������ �� ��������� 
������

��� ��� ��� ��� ���
����� � � ����� �
�� ���� � ����
� � 0.5 �� ��

� ����� � 5 ��� ��� ����$���� ��������� τ �� ����� � � ��� ���� ���

���
����� �
�� ��� � ��������� � .�.� ������ ����� �� � ���� �����$������

 �� ��� ��������� � ������

Δx Δt ����� � ��
� cs ����$���� ��������� τ % �� .�.� �����&
.�( �� (/�� � 011�'0 ��2� .�0.().)��1
.�.� �� (/�� � )'.�3� ��2� .�0)3331��
.�.) �� )/�0 � 011�'0 ��2� .�0.033+.0'

����� ���	 ���������� ���� ��� 	��
 ��� ��	����� �� ����	��� ��
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6 �

������ ���	 ���� ���� 	
���
�	 �� � ����� ���

��� ��� 	�
���
� ��� � �������� 
�� ��� ������ ����
�� �� 10 ���� ���

���� ���������
���� ��� ��� ��� ���� �������� �
�� �
������ ����
� ����

���
���� ��� 
� ���� ��� �
!� �� 0.1 �� �� 0.02 �� ��� ���
�� ����� ���

���� "�#� ��� �
����
�� ������ ��� 
� ���� � ������� �
�� ��� �����
��

����
��� ��� $ ��� "�"%�& ��� ��� �
����
��� ��� $ ��� "�� ��� ����� �
����

�
����

��� ��� '������� ��� ��� �������� �������� ����
�
�� ��� ���� ����� (

�
��� ������ ��������  ���
��� �� 1 ��) ���� � �
�� ���
�� �� # ������ ���

���� ���
��� *� $ ��� "�"%�& ��� ������ 
� ��� �
����
��� ��� � ����
� ����

���
�� �� +�+" �� ��� ���
�� ���� ��� ���������� *� ����� ����
� �
����
���

��� ��� ���$�� ��� ������ 
� $ ��� "�,�

����� �����	
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���
	� 	�� ��	����� ���	����	��� ���	���� f out
i ��

	�� �����
�� ���� ���� 	�� ������� ���	����	���� ���	���� f in
i 
������

	� 	�� ����� �
�� ������ 	�� ����� �������	 ��	���� �
�� ���� ��������

���� �� �����
��� ��� ��	�
���
	��� �� 	�� ���	����	��� �����	���� ��� ��  ��

!�"# !��# 
�� �� $������ !�%# !��#�

��� ����� 
����
� �� 	� ��� ���� ��������	 ��
� 	�� ����� �
�� 	� ��&

��
�� 	�� ��
	�
� ������	���� ��� ������� �� 	��� 
����
� �� 	�
	 �� '()*

������ 	�� 	�����
� 
�� ��
	�
� ������	��� 
�� ������� +�� 	��� ��
���

	�� '()* ��	��� ������ 
 ���	�� 	��� ������ 	��� 	�� �������	 �
		���

�
�� �������	 	��� �	��� Δt ���� ����
��� 	�� �������	� �� 	�� ��������&

	
	���� , ��	
���� ������	��� �� 	�� '()* ��	��� ��	� ���� ��������	 
�

�� ����� �� !�-# �� !%.#�
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����� ��������� � �������� ��������� ��� �� ��������� ���� ��������� ���

������ �� ��� ������ 
��� �� ���������� �� ��������� ���� �� ��� ��� ����

�������� � ����� 
���� ���������!�� ��� 
���� ��� ���� � ������� ������

��� ��� ������ ����������� ��� ����� ��� ���� ������ ��� ������������

������� �� ��������� 	�
 �� �
� ������� ��������� �"# �

��� ������ �� ���� ����� �� ���� ��� ����������� �� ��� ������ 
���� 
���

��� ��� �� �������� �� ���� ���������� �� ����� ���������� ��� ������ ��

��������� �� ��� �������� �� �������� ����� ��� �$% �� �&% ����������

��� ���������� �����' 
���� �� ������� ����� ��� ()*+ ������ ����

����� ���� ����� ��� ��������� ��� ���������� �� ��� ()*+ ����� ���

������ ����� ��������� �� ���� 
��, � ������ �������� �� ������ �-. ' 
����

���� ��� ��/���� ���������!�� 
���� ��� 
��,� �� ��� ��0�� ��������������

�� ��� ���������� ������

����� ����	
���	�

�� ��� �����
��� ����� ���������� �� ��������� ��������� �� ����������� ��

��0���' 
���� ���������� ��� �������� �� � ����� 
���� ��� ����������� ��

��������� �� ��� ����� �������� �� ��� ����������� ������ $���� ��������

���� ��� � 10�� ���������� 2��� ��� ����������� �������� �0����� ����

��������� ��� ���� �� �������� �� � 	��� ����� 3� ��� ����� ���� �� ��� ����

�������� �������� ���� ����
 � ������� ��������� ��� 	��� ���� �� �������� ��

� ����� ����� ��� �������� ���������� ��� ������� �� ����� ��� ����� ����

��� ����� �� � �����!����� �� ��� ���������� �������, ����� ��������� ��

���� �� �"4 ' ��� 1���� #���

�� ����� � ������� �� ��� ������ 
��� � �������� �������� 5678 �� ����

�� ������ ��� 
���� �� ����� ��� ����� ��� ��� ���������� ����� 67

��� ������ �� ����� �� ��- � ��� �������� ����� �9��� ��� ����������

������� �� ��� ��������� ��������:
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About this volume ...

Lattice Boltzmann method is widely used to solve fluid mechanical problems in engineering
applications. For the cardiovascular domain we extended this approach to support elastic walls as
boundary conditions in order to simulate blood flow in elastic vessels. The flow is calculated in
two and three spatial dimensions revealing characteristic flow patterns and geometrical changes
of the arterial vessel walls for different time dependent input contours of pressure and flow. The
results of these models are compared to the predictions of well established models, which are
based on thework ofWomersley and arewidely used in blood flow simulation.
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