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Abstract. Das Dengue-Fieber ist eine Virenerkrankung,
welche durch den Stich von weiblichen, infizierten Mos-
kitos der Spezies Aedes auf den Menschen übertragen
wird. Diese Krankheit tritt vorwiegend in tropischen und
subtropischen Gebieten auf, circa 40 % der Weltbevöl-
kerung ist davon betroffen. Im Zuge des Klimawandels
breitet sich die Asiatische Tigermücke (Aedes albopic-
tus) immer weiter in Europa und insbesondere im Süden
Deutschlands aus. Durch die Rückkehr von Fernreisen-
den wird dieser Effekt zusätzlich verstärkt. Wir untersu-
chen ein Kompartimentmodell mit zwei Serotypen, das
eine nach einer Erstinfektion temporäre Kreuzimmuni-
tät gegen alle auftretenden Serotypen berücksichtigt. Da-
neben werden unterschiedliche Kontrollstrategien in das
Modell integriert, welche die Anzahl der Stechmücken
minimieren.

1 Einleitung

Das Dengue-Fieber ist eine infektiöse Virenerkrankung,
die durch den Stich von weiblichen Moskitos der Spe-
zies Aedes auf den Menschen übertragen wird [1]. Ei-
ne direkte Mensch-zu-Mensch-Infektion ist nicht mög-
lich. Aus serologischer Sicht gehört der Dengue-Virus
zur Familie des Flavivirus und es sind vier verschiede-
ne Serotypen DENV-1, DENV-2, DENV-3 und DENV-
4 bekannt. Bei einer Infektion werden nur Antikör-
per gegen den verursachenden Serotypen gebildet. Es
entsteht dadurch keine lebenslange, sondern nur eine
temporäre Kreuzimmunität gegen die anderen Dengue-
Serotypen [1]. Eine Erstinfektion verursacht meist
nur grippeähnlichen Symptome, wie Schüttelfrost oder
Gliederschmerzen. Eine Erkrankung an einem weiteren
Serotypen führt zu einer höheren Viruslast, da die nach

einer erstmaligen Infektion gebildeten Antikörper zu-
sammen mit dem Virus des neuen Seroypen Antigen-
Antikörper-Viren-Komplexe bilden [2]. Infolgedessen
sind Zweitinfektionen mit deutlich mehr Komplika-
tionen verbunden, symptomatisch sind Atemnot oder
Magen-Darm-Blutungen. Heutzutage ist die Krankheit
in 128 Ländern als endemisch eingeordnet, wobei ins-
besondere die Region Asien/Pazifik betroffen ist [3]. Im
Jahr 2014 wurden erstmalig Funde erwachsener Tiger-
mücken im Süden Deutschlands nachgewiesen [4, 5].
In Deutschland wurden im Jahr 2018 über 600 In-
fektionen mit Dengue registriert, die durch Rückrei-
sende aus Risikogebieten der Tropen verursacht wur-
den [6]. Das benutzte Modell für Dengue-Fieber ba-
siert auf Untersuchungen in [7, 8, 9]. In dieser Ausar-
beitung wird ein Zwei-Serotypen-Modell für Dengue-
Fieber untersucht, welches auf mehreren Überlegungen
beruht [10, 11, 12, 13].

2 Modell mit temporärer
Kreuzimmunität und
Kontrollmaßnahmen

Mit 1 und 2 werden im folgenden zwei verschiede-
ne, aber fest gewählte, der vier möglichen Dengue-
Serotypen DENV-1, DENV-2, DENV-3 und DENV-4
beschrieben. Für die beiden Indizes i, j, mit i �= j, gelte
stets i, j ∈ {1,2}.

Das SIR-Modell stellt die menschliche Population,
welche in zehn Kompartimente unterteilt wird, dar. Sh
entspricht den für beide Serotypen anfälligen Individu-
en, Ii

h den Erstinfizierten mit dem Serotyp i, Ri
h den ge-

gen den Serotyp i resistenten Individuen, Si
h entspricht

den für Serotyp i anfälligen Individuen, I ji
h den Zweitin-

fizierten mit Serotyp i und Rh den gegen beide Seroty-
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pen resistenten Individuen. Die Moskitopopulation, un-
tergliedert in vier Kompartimente, wird durch das ASI-
Modell repräsentiert. Am beschreibt die Vektoren in der
aquatischen Phase, Sm die gegen den Virus anfällige
Stechmücken und Ii

m die mit Serotyp i infizierten Mos-
kitos, welche infizierend sind.

Für die Modellierung der Differentialgleichungen
müssen noch weitere Annahmen getroffen werden [7,
9]. Beide Populationen werden als homogen angenom-
men, die räumlich gleichmäßig verteilt sind. Somit ist
die Wahrscheinlichkeit, sich mit einem Serotypen zu in-
fizieren, für jedes Individuum gleich groß. Bereits in-
fizierte Individuen können nicht gleichzeitig an einem
weiteren Serotypen erkranken. Des Weiteren wird vor-
ausgesetzt, dass nur zwei der vier Dengue-Serotypen
sowohl in der Bevölkerung als auch in der Vektorpo-
pulation präsent sind. Da für die menschliche Populati-
on Nh(t) keine Migration berücksichtigt wird, ist diese
konstant für alle Zeiten t und die einzelnen Komparti-
mente sind als stetige Größen zu betrachten. Insofern
ist die Größe der Bevölkerung unabhängig von t und es
muss gelten:

Nh = Sh(t)+ I1
h (t)+ I2

h (t)+R1
h(t)+R2

h(t)+

+S1
h(t)+S2

h(t)+ I12
h (t)+ I21

h (t)+Rh(t) ∀t

wird die natürliche Sterberate der ausgewachsenen Vek-
torpopulation durch den Proportionalitätsfaktor µm dar-
gestellt. Ihr Kehrwert entspricht der durchschnittlichen
Lebenserwartung der Moskitos. Die Sterberate der nicht
ausgewachsenen Moskitos wird durch den Parameter
µA beschrieben. Analog zu den Neugeborenen sind die-
se bei Geburt gesund. ηA beschreibt in Tagen die durch-
schnittliche Dauer der Vektoren in der aquatischen Pha-
se. Der Kehrwert des Faktors ist als Reifungsrate der
Larven zu ausgewachsenen Moskitos zu verstehen. Es
wird vorausgesetzt, dass jeder ausgewachsene Moskito
im Durchschnitt täglich ϕ Eier in einen Brutplatz legt.
Diese Brutplätze sind bezüglich der Anzahl der Eier
beschränkt, was durch die Trägerkapazität kNh ersicht-
lich wird. Der Faktor k beschreibt die durchschnittli-
che Anzahl an nicht-ausgewachsenen Stechmücken pro
Mensch. Sind die Moskitos ausgereift, so verlassen die-
se die aquatische Phase und können sich nun mit ei-
nem Dengue-Virus infizieren. Analog zur aquatischen
Phasen ist auch die Anzahl der ausgewachsenen Mos-
kitos beschränkt, dargestellt durch den Faktor m. Die
Übertragungswahrscheinlichkeit von Mensch zu Mos-
kitos ist durch den Parameter βhm definiert. Die zuvor
beschriebenen Parameter sind positiv und die Eintritts-
wahrscheinlichkeiten sind zusätzlich nach oben durch 1
beschränkt.

Weiterhin werden in das Modell drei Kontrollmög-
lichkeiten eingefügt:

Anteil an Larvizid: 0 ≤ cA(t)≤ 1
Anteil an Adultizid: 0 ≤ cm(t)≤ 1
Anteil an mech. Kontrolle: 0 < αmin ≤ α(t)≤ 1

Mit mechanischer Kontrolle wird die Anzahl der
Brutplätze der Moskitos reduzieren, beispielsweise
Wasseransammlungen in Blumenuntersetzern, Moski-
tonetze über Regentonnen, Reduzierung von Altreifen
zur Abdeckung von Silofolien in der Landwirtschaft
usw. Zudem versteht man darunter auch die persönli-
che Vorbeugung, wie das Tragen von langen Hosen und
Ärmeln, und das Anbringen von Fliegengittern an Fen-
stern und Türen. Das Verteilen von Lariviziden wird zur
Bekämpfung der aquatischen Stechmücken eingesetzt,
das Sprühen von Adultiziden zur Reduzierung der er-
wachsenen Moskitopulation.

Unter Berücksichtigung der beschriebenen Sachver-
halte entsteht ein Kompartiment-Modell, das in Abbil-
dung 1 skizziert ist. Die Kompartimente der anfälligen
Population sind blau, die der Infizierten rot und die der
resistenten Population grün dargestellt.

Durch den Proportionalitätsfaktor µh wird die natür-
liche Sterberate der Menschen beschrieben, der dazu-
gehörige Kehrwert stellt die durchschnittliche Lebens-
erwartung der menschlichen Population dar. Bei einer 
Erkrankung mit einem Dengue-Virus wird keine erhöh-
te Sterblichkeitsrate angenommen. Damit die Bevölke-
rungszahl konstant bleibt, gibt es zum Kompartiment Sh 
einen konstanten Zufluss µhNh, der die Neugeborenen 
repräsentiert. Diese sind gesund, aber anfällig für eine 
Infektion mit einem der beiden Serotypen. Die Parame-
ter, welche die Übertragung des Dengue-Virus beein-
flussen, w erden n achfolgend b eschrieben. D ie durch-
schnittliche Stechrate der Moskitos pro Tag ist defi-
niert durch den Parameter B. Die Wahrscheinlichkeit ei-
ner Übertragung beim Stich eines Menschen, verursacht 
durch Aedes-Stechmücken, wird durch βmh beschrie-
ben. Bei einer Infektion mit dem Dengue-Virus wird 
die Genesungsrate durch den Faktor ηh definiert. Des-
sen Kehrwert charakterisiert in Tagen die durchschnitt-
liche Erkrankungsdauer der Menschen. Der Kehrwert 
des neu hinzugefügten Parameters ζ stellt die Dauer 
der temporären Kreuzimmunität nach der Erkrankung 
mit einem Serotypen dar. Analog zum Parameter µh
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Abbildung 1: Kompartimentmodell mit temporärer Kreuzimmunität

Zusammenfassend ergibt sich ein System von nicht-
linearen Differentialgleichungen. Dabei gilt für die
menschliche Population





Ṡh = µhNh −
�

Bβmh
I1
m+I2

m
Nh

)+µh

�
Sh

İi
h = Bβmh

Ii
m

Nh
Sh − (ηh +µh) Ii

h

Ṙi
h = ηhIi

h − (ζ +µh)Ri
h

Ṡi
h = ζ R j

h −
�

Bβmh
Ii
m

Nh
+µh

�
Si

h

İi j
h = Bβmh

I j
m

Nh
S j

h − (ηh +µh) Ii j
h

Ṙh = ηh
�
I12
h + I21

h

�
−µhRh

(1)

und für die Moskitopopulation





Ȧm = ϕ
�

1− Am
αkNh

��
Sm + I1

m + I2
m
�
−

−(ηA +µA + cA)Am

Ṡm = ηAAm −
�

Bβhm
I1
h+I2

h+I12
h +I21

h
Nh

+µm + cm

�
Sm

İi
m = Bβhm

Ii
h+I ji

h
Nh

Sm − (µm + cm) Ii
m

(2)
mit i, j ∈ {1,2}, i �= j.

3 Theoretische Analyse

Die Steuerungen cA, cm und α werden für die theoreti-
sche Analyse als konstante Größen angenommen. Diese
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wird auf der nachfolgenden Menge durchgeführt:

Ω = {(Sh, I1
h , I

2
h ,R

1
h,R

2
h,S

1
h,S

2
h, I

12
h , I21

h ,Rh |
Am,Sm, I1

m, I
2
m) ∈ R14

+ |
Sh +Rh +∑i(Ii

h +Ri
h +Si

h)+∑i, j Ii j
h ≤ Nh,

Am ≤ kNh, Sm + I1
m + I2

m ≤ mNh}

Die einzelnen Kompartimente, die die menschliche Po-
pulation beschreiben, dürfen in der Summe die Gesamt-
bevölkerung nicht überschreiten. Zudem sind die An-
zahl der Larven und die Summe der ausgewachsenen
Moskitos durch die menschliche Bevölkerungszahl be-
schränkt.

Satz 1 : Für das DGL-System (1), (2) ist die Menge
R14
+ und insbesondere auch Ω positiv invariant.

Beweis: Das DGL-System lässt sich für X ∈ R14
+ ,

X = (Sh, I1
h , I

2
h ,R

1
h,R

2
h,S

1
h,S

2
h, I

12
h , I21

h ,Rh | Am,Sm, I1
m, I

2
m),

in ein Metzler-System Ẋ = A(X)X + F umschreiben.
Es gilt F = (µhNh,0,0,0,0,0,0,0,0,0 | 0,0,0,0)T und

A(X) =

�
Ah(X) 0

0 Am(X)

�
, Details siehe Figur 2.

Die Blockdiagonalmatrix A(X) ist eine Metzler-
Matrix, da die Werte auf der Diagonalen negativ sind
und die Einträge außerhalb der Diagonalen nur nicht-
negativ sind. Ferner gilt F ≥ 0. Nach den Ausführungen
in [14, 15] sind R14

+ und Ω positiv invariant. �
Nach diesem Resultat lässt sich festhalten, dass die

Lösungen für alle Startwerte aus Ω innerhalb der Men-
ge Ω verlaufen. Dementsprechend können bei der Wahl
eines biologisch sinnvollen Startwerts keine biologisch
nicht-relevanten Lösungen entstehen.

Die nachfolgenden Lösungen wurden mit dem
Computeralgebrasystem Maple berechnet. Zur besseren
Darstellung werden folgende Hilfsgrößen eingefügt:

Akontroll = ϕηA − (µm + cm)(ηA +µA + cA),

Bkontroll = αkB2βhmβmhAkontroll ,

Ckontroll = ϕ(µm + cm)
2(ηh +µh),

Dkontroll = Bβhm(αBkβmhAkontroll +ϕµh(µm + cm)).

Satz 2 : In Ω besitzt das DGL-System (1), (2)
bis zu sechs Gleichgewichtspunkte, davon vier Gleich-
gewichte mit aussterbenden Serotypen. Maximal zwei
sind krankheitsfrei (E∗

1 , E∗
2 ) und höchstens zwei sind

endemische Randgleichgewichte (E∗
3 , E∗

4 ). Diese neh-
men folgende Werte an:

• E∗
1 = (Nh,0,0,0,0,0,0,0,0,0 | 0,0,0,0)

• E∗
2 = (Nh,0,0,0,0,0,0,0,0,0 |

kNhAkontroll
ϕηA

, kNhAkontroll
ϕ(µm+cm)

,0,0)

• E∗
3 = (S∗∗h , I1∗∗

h ,0,R1∗∗
h ,0,0,S2∗∗

h ,0,0,0 |
A∗∗

m ,S∗∗m , I1∗∗
m ,0)

• E∗
4 = (S∗∗h ,0, I2∗∗

h ,0,R2∗∗
h ,S1∗∗

h ,0,0,0,0 |
A∗∗

m ,S∗∗m ,0, I2∗∗
m ), mit

– S∗∗h = Nh(Bβhmϕµh(µm+cm)+Ckontroll)
Dkontroll

– Ii∗∗
h = µhNh(Bkontroll−Ckontroll)

(ηh+µh)Dkontroll

– Ri∗∗
h = ηhµhNh(Bkontroll−Ckontroll)

(ζ+µh)(ηh+µh)Dkontroll

– Si∗∗
h = ζ ηhNh(Bkontroll−Ckontroll)

(ζ+µh)(ηh+µh)Dkontroll

– A∗∗
m = kNhAkontroll

ϕηA

– S∗∗m = (µh+ηh)Nh(αkBβmhAkontroll+ϕµh(µm+cm))
Bβmhϕ(Bβhmµh+(ηh+µh)(µm+cm))

– Ii∗∗
m = µhNh(Bkontroll−Ckontroll)

Bβmh(Ckontroll+Bβhmϕµh(µm+cm))

Bemerkungen: Der Punkt E∗
1 beschreibt einen trivia-

len Gleichgewichtspunkt, während E∗
2 ein nichttrivia-

les, krankheitsfreies Equilibrium (kurz: DFE) darstellt.
In beiden Punkten gibt es keine infizierte Menschen und
Moskitos sowie keine gegen mindestens einen Seroty-
pen resistente Menschen.

Satz 3 : Die Basisreproduktionszahl R0 des DGL-
Systems (1), (2) erfüllt:

R0 =

�
Bkontroll

Ckontroll
=

�
αkB2βhmβmhAkontroll

ϕ(µm + cm)2(ηh +µh)
(3)

Beweis: Zur Berechnung der Basisreproduktions-
zahl (kurz: BRN) wird das Next-Generation-Verfahren
angewandt [16, 17, 18, 19] zu finden. Mit dieser Me-
thode nach [18] lässt sich für jeden Serotypen i, mit
i ∈ {1,2}, eine BRN bestimmen. In die Berechnun-
gen fließen nur Kompartimente mit Neuinfektionen ein.
Die Rate von Neuinfektion mit Serotyp i wird durch
den Vektor Fi dargestellt, Vi umfasst die restlichen
Transferterme bezüglich Serotyp i, d.h. Tode, Gebur-
ten, Krankheitsveränderungen sowie Heilungen. Die in
dieser Ausarbeitung vorgenommene Zerlegung ist nach
[16, 18] gewählt, aufgrund verschiedener Deutungen im
Krankheitsverlauf ist diese aber nicht zwingend eindeu-
tig. Von den zuvor beschriebenen Vektoren werden die
Jacobi-Matrizen berechnet, die mit Fi beziehungsweise
Vi bezeichnet werden. Diese werden am nichtrivialen,
krankheitsfreien Gleichgewicht E∗

2 ausgewertet. Dabei
ist Fi eine nicht-negative Matrix und Vi eine invertier-
bare M-Matrix. Abschließend wird das Matrixprodukt
FiV−1

i betrachtet, welches als Next-Generation-Matrix
bezeichnet wird. Dessen Spektralradius entspricht der
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Ah(X) =




−(Bβhm
I1
m+I2

m
Nh

+µh) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Bβmh
I1
m

Nh
−(ηh +µh) 0 0 0 0 0 0 0 0

Bβmh
I2
m

Nh
0 −(ηh +µh) 0 0 0 0 0 0 0

0 ηh 0 −(ζ +µh) 0 0 0 0 0 0

0 0 ηh 0 −(ζ +µh) 0 0 0 0 0

0 0 0 0 ζ −(Bβhm
I1
m

Nh
+µh) 0 0 0 0

0 0 0 ζ 0 0 −(Bβhm
I2
m

Nh
+µh) 0 0 0

0 0 0 0 0 0 Bβhm
I2
m

Nh
−(ηh +µh) 0 0

0 0 0 0 0 Bβhm
I1
m

Nh
0 0 −(ηh +µh) 0

0 0 0 0 0 0 0 ηh ηh −µh




Am(X) =




−(ϕ Sm+I1
m+I2

m
αkNh

+ηA +µA + cA) ϕ ϕ ϕ

ηA −(Bβhm
I1
h+I2

h+I12
h +I21

h
Nh

+µm + cm) 0 0

0 Bβhm
I1
h+I21

h
Nh

−(µm + cm) 0

0 Bβhm
I2
h+I12

h
Nh

0 −(µm + cm)




Abbildung 2: Teilmatrizen von A(X)

BRN des Serotypen i, d.h. es gilt: Ri = ρ(FV−1). Un-
tersuchungen in [19] haben gezeigt, dass das DFE nicht
eindeutig sein muss.

Für Serotyp 1 mit den Kompartimenten I1
h , I21

h und
I1
m lassen sich die folgenden Vektoren bilden:

F1 =




Bβmh
I1
m

Nh
Sh

Bβmh
I1
m

Nh
S1

h

Bβhm
I1
h+I21

h
Nh

Sm


 , V1 =




(ηh +µh)I1
h

(ηh +µh)I21
h

(µm + cm)I2
m


 .

Nach Einsetzen der Werte des Gleichgewichts E∗
2 sehen

die jeweiligen Jacobi-Matrizen F1 und V1 wie folgt aus:

F1 =




0 0 Bβmh
S∗h
Nh

0 0 Bβmh
S1∗

h
Nh

Bβhm
S∗m
Nh

Bβhm
S∗m
Nh

0


 ,

V1 =




ηh +µh 0 0
0 ηh +µh 0
0 0 µm + cm




Die Next-Generation-Matrix F1V−1
1 nimmt somit fol-

gende Gestalt an:

F1V−1
1 =




0 0 Bβmh
µm+cm

0 0 0
αkBβhmAkontroll

ϕ(µm+cm)(ηh+µh)
αkBβhmAkontroll

ϕ(µm+cm)(ηh+µh)
0




Die BRN des Serotyps 1 berechnet sich zu:

R1 = ρ(F1V−1
1 ) =

�
αkB2βhmβmhAkontroll

ϕ(µm + cm)2(ηh +µh)

Aufgrund der symmetrischen Betrachtungsweise ergibt
die Berechnung für die BRN des Serotyps 2 das gleiche
Ergebnis. Somit folgt:

R2 = ρ(F2V−1
2 ) =

�
αkB2βhmβmhAkontroll

ϕ(µm + cm)2(ηh +µh)

Es gilt R1 = R2 und die Behauptung in (3) folgt aus
R0 = max{R1,R2}. �

Analog zu [20] kann die BRN wie folgt umgeschrie-
ben werden:

R2
0 =

Bkontroll

Ckontroll
=

αkB2βhmβmhAkontroll

ϕ(µm + cm)2(ηh +µh)
=

= B2βhmβmh ·
Em

Nh
· α

µm + cm
· 1

ηh +µh
,

wobei Em = S∗m = ηA
µm+cm

A∗
m = kNhAkontroll

ϕ(µm+cm)
gewählt wur-

de.
Die ersten drei Terme repräsentieren die Stichinten-

sität. Der zweite Ausdruck gibt die Anzahl der erwach-
senen Stechmücken pro Mensch an. Der anschließende
Ausdruck ist abhängig von den Parametern der Mos-
kitos sowie der Kontrollmaßnamen. Abschließend folgt
ein Term in Abhängigkeit der menschlichen Parameter.

Anhand dieser Kennzahl ist zu beobachten, dass ei-
ne erhöhte Infektionsrate bei einem Stich, sowohl von
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Mensch als auch von Moskito (βhm, βmh �), die BRN
R0 vergrößert. Ein ähnlicher Effekt ist bei einer erhöh-
ten täglichen Stechrate (B �) zu beobachten. Durch ei-
ne künstliche Erhöhung der Sterblichkeitsrate der Mos-
kitos (µm �), das einer Minimierung der Lebensdauer
der Stechmücken entspricht, sinkt R0.

Die Basisreproduktionszahl steht im engen Zusam-
menhang mit der Stabilität des DFE und dient als
Schwellenwertparameter, was im nachfolgenden Satz
verdeutlicht wird.

Satz 4 [16]: Das krankheitsfreie Gleichgewicht E∗
2

ist lokal asymptotisch stabil, falls R0 < 1 gilt. Für R0 >
1 lässt sich Instabilität folgern.

4 Numerische Simulation

Ohne Kontrollmaßnahmen wird eine numerische Simu-
lation durchgeführt, welche die Lösungen der Kom-
partimente im zeitlichen Verlauf grafisch darstellt. Die
Berechnung wurde in Matlab mit der Routine ode45
durchgeführt, die verwendeten Parameter stammen aus
[21]. In diesen Ausführungen sind Grafiken für die
Parameter der Steckmücke Aedes aegypti und für die
Übertragung des Dengue-Virus in Abhängigkeit der
Umgebungstemperatur abgebildet. Wie im asymmetri-
schen Modell ohne temporäre Kreuzimmunität in [22]
wurden die Werte bei einer Temperatur von 30◦C über-
nommen. Der Parameter m = kηA

µm
, der die Anzahl der

Moskitos pro Mensch abbildet, bildet sich aus denen im
Ausdruck dargestellten Parametern. Zusammengefasst
nehmen diese nachfolgende Werte an:

Nh = 386000, B = 0.22, βhm = 0.66, βmh = 0.78,

ηA = 0.12, ηh =
1
3
, µA = 0.18,

µh =
1

80 ·365
, µm =

1
23

, ϕ = 8, k = 3, m = 8.28.

Für die numerische Simulation wurde ζ = 2
365 ge-

setzt, sodass eine temporäre Kreuzimmunität mit einer
Dauer von sechs Monaten angenommen wird.

Nach Übernehmen der Parameterdaten nehmen die
Gleichgewichte die folgenden Werte an:

• E∗
1 = (386000,0,0,0,0,0,0,0,0,0 | 0,0,0,0)

• E∗
2 = (386000,0,0,0,0,0,0,0,0,0, |

1142266,3152655,0,0)
• E∗

3 = (13000,38,0,2316,0,0,370644,0,0,0 |
1142266,3151135,1519,0)

• E∗
4 = (13000,0,38,0,2316,370644,0,0,0,0 |

1142266,3151135,0,1519)

Für die BRN folgt: R0 = 5.45 > 1. Folglich ist
das krankheitsfreie Gleichgewicht E∗

2 instabil und das
Dengue-Virus wird sich langfristig innerhalb der Popu-
lation verbreiten.

In der Figur 3 ist der Lösungsverlauf der infizier-
ten Kompartimente dargestellt. Aufgrund der symmetri-
schen Betrachtungsweise sind die Lösungsverläufe für
beide Serotypen identisch. In der linken Grafik, welche
die Lösungen der infizierten Menschen abbildet, kommt
es zwischen dem 10. und 40. Tag zu einem Krank-
heitsausbruch, in der Spitze bis zu etwa 60712 Men-
schen erkranken dabei erstmalig mit einem Dengue-
Serotypen. Betrachtet man beide Serotypen, so sind ma-
ximal 31.5% der Gesamtbevölkerung gleichzeitig mit
einem Serotyp infiziert. Danach werden keine weiteren
Erstinfektionen mehr festgestellt. Die Lösungen der in-
fizierten Stechmücken, abgebildet in der rechten Gra-
fik, erreichen ihr Maximum während des Krankheits-
ausbruchs bei circa 545055, sodass gleichzeitig über
eine Millionen Moskitos infiziert sind. Danach sinken
die Zahlen zunächst steil, nach knapp 90 Tagen fällt die
Lösungskurve wesentlich flacher ab. Von immenser Be-
deutung ist auch die Betrachtung der Zweitinfektionen,
da diese im Krankheitsbild wesentlich gefährlicher ver-
laufen [1]. Zwischen dem 30. und 70. Tag verläuft die
Lösungskurve der Individuen mit einer zweiten Infekti-
on auf einem nahezu konstanten Level und die Lösung
erreicht ihr Maximum bei 2614. In der Summe sind so-
mit bis zu 1.4% der Bevölkerung zweimalig an einem
Dengue-Serotypen erkrankt.

5 Optimale Steuerung
In diesem Abschnitt werden zeitabhängige Steuerungen
betrachtet, welche auf einem Zeitgitter stückweise kon-
stant modelliert werden. Für das im folgenden gewählte

Der Anteil der infizierten Population liegt zu Beginn 
bei 0.01%, welcher sich gleichmäßig auf beide Seroty-
pen aufteilt. Die Startwerte der ausgewachsenen sowie 
nicht ausgewachsenen Vektoren entsprechen den jewei-
ligen Trägerkapazitäten. Es ergeben sich die folgenden
Anfangswerte:

Sh0 = 99.99%Nh, Ih
1
0 = Ih

2
0 = 0.005%Nh,

R1
h0 = R2

h0 = Sh
1
0 = Sh

2
0 = Ih

12
0 = Ih

21
0 = Rh0 = 0,

Am0 = kNh, Sm0 = mNh, I1
m0 = I2

m0 = 0.
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Abbildung 3: Lösungsverlauf für die infizierten Kompartimente der Menschen (links) und der Vektoren (rechts)

Kostenfunktional

K =
� t f

0
[γD · i(t)2 + γA · cm(t)2 + γL · cA(t)2 +

+γM · (1−α(t))2]dt

gilt i(t) = [I1
h (t) + I2

h (t) + I12
h (t) + I21

h (t)]/Nh und es
beinhaltet die Gewichte γ j. Die obere Integralgrenze t f
beträgt 365 [Tage] und die Anfangsbedingungen ent-
sprechen denjenigen aus dem vorherigen Abschnitt.
Die Kosten der verschiedenen Strategien zur Eindäm-
mung der Moskitopopulation wurden mit der Model-
lierungssprache AMPL und dem Solver IPOPT berech-
net [23, 24]. Um numerisch stabile Ergebnisse zu erhal-
ten, wurden das Zielfunktional sowie das System von
Differentialgleichungen entdimensionalisiert. Drei ver-
schiedene Fälle werden betrachtet: Ein mittleres Szena-
rio (Fall A), teure Behandlungskosten für die infizierte
Population (Fall B) sowie hohe Kosten für die Eindäm-
mung der Stechmücken (Fall C).

Wie sich zeigt, führt eine längere, temporäre Kreu-
zimmunität und somit ein kleinerer Wert von ζ zu ge-
ringeren Kosten. Fall B, das eine möglichst geringe An-
zahl an Infizierten priorisiert, ist mit relativ hohen Ko-
sten verbunden. Fall C, in dem die Eindämmung der
Moskitos einen hohen Stellenwert besitzt, bildet den
kostengünstigsten der drei Szenarien. In Fall A wird ein
mittleres Szenario simuliert, die dazugehörigen Werte
des Zielfunktionals liegen zwischen den beiden ande-
ren Fällen.

In zwei Grafiken wird in Figur 4 der prozentuale An-
teil an Erst- und Zweitinfektionen mit Serotyp 1 darge-
stellt. Aufgrund der Symmetrie im Modell gelten die
nachfolgenden Zahlen für beide Serotypen und es ge-
nügt daher, nur einen Serotypen (hier: Serotyp 1) zu
betrachten. Im mittleren Szenario (Fall A) treten ma-

ximal 8.04% Erstinfektionen mit Serotyp 1 auf. Oh-
ne Kontrollstrategien lagen diese Zahlen bei 15.7% für
beide Serotypen, sodass die Anzahl der Primärinfizier-
ten durch das Einbringen von Kontrolle nahezu halbiert
werden konnte. Wird wieder Fall A (mittleres Szenario)
betrachtet, so können bis zu 0.72% Zweitinfektionen
registriert werden. Ohne Kontrolle lag diese Zahl bei
0.68%, sodass die Anzahl der Sekundärinfizierten trotz
Einsatz von Kontrollmaßnahmen einen leichten Anstieg
verzeichnete.

In der Figur 5 ist der Einsatz der drei Kontrollstrate-
gien im Betrachtungszeitraum abgebildet. Bei der me-
chanischen Kontrolle wird dabei die Differenz betrach-
tet, da für einen Wert nahe der 0 besonders viel Kontrol-
le ausgeübt wird. In allen drei Grafiken zeigt sich, dass
im Szenario von teuren Behandlungskosten (Fall B) am
meisten Kontrolle erbracht wird. Hier wird maximal bis
zu 0.16% Larvizid, bis zu 12.83% Adultizid und bis zu
1.04% mechanische Kontrolle eingesetzt. Im Szenario
mit teuren Kontrollmaßnahmen (Fall C) wird dement-
sprechend auch am wenigsten Kontrolle in einem kür-
zeren Zeitraum eingesetzt. Dabei werden bis zu 0.02%
Larvizid, bis zu 3.74% Adultizid und bis zu 0.17% me-
chanische Kontrolle verwendet. Im mittleren Szenario
(Fall A) liegen die Lösungskurven zwischen den zuvor
beschriebenen Lösungen. Höchstens bis zu 0.05% Lar-
vizid, bis zu 8.17% Adultizid und bis zu 0.50% mecha-
nische Kontrolle wird eingesetzt. Nach spätestens 70
Tagen nehmen alle Lösungskurven ein relativ geringes
konstantes Niveau, sodass nur noch sehr wenig Kontrol-
le ausgeübt wird.
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Gewichte Kosten
ζ = 1

365 ζ = 2
365 ζ = 4

365

A γD = γA = γL = γM = 0.25 0.119041 0.127501 0.142727

B γD = 0.55, γA = γL = γM = 0.15 0.177034 0.196673 0.230429

C γD = 0.10, γA = γL = γM = 0.30 0.057502 0.060873 0.066516

Tabelle 1: Gewichte und Kosten bei der Optimalen Steuerung

Abbildung 4: Erst- (links) und Zweitinfektionen (rechts) mit Serotyp 1

6 Fazit
Wie sich zeigt, ist das Einbringen von Kontrollstrategi-
en eine sinnvolle Gegenmaßnahme, um die Anzahl der
erstmalig infizierten Individuen zu minimieren und so-
mit die Verbreitung des Virus einzudämmen. Als be-
sonders effektiv stellt sich der Einsatz von Adultizid
heraus, das zur Bekämpfung der erwachsenen Mos-
kitopopulation eingesetzt wird. Allerdings erhöht sich
durch diese Gegenmaßnahmen die maximale Anzahl
der Zweitinfizierten, sodass in diesem Fall weitere An-
passungen der Strategien zwingend erforderlich sind.
Zur Minimierung dieser Fallzahlen können auch zusätz-
liche geeignete Impfmaßnahmen in Betracht gezogen
werden.
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