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Kurzfassung

Nach einer kurzen Klassifikation unterschiedlicher Unscharfecharakteristiken werden die
mathematischen Modelle zur Beschreibung von Datenunschéarfe als Fuzziness, Zufalligkeit
und Fuzzy-Zufélligkeit skizziert. Das Modell Fuzzy-Zufalligkeit, das die Modelle Fuzzi-
ness und Zufalligkeit als Sonderfalle enthélt, bildet u.E. die umfassendste Beschreibungs-
moglichkeit. Mit der Theorie der Fuzzy-Zufallsfunktionen wurden die Grundlagen fur die
gleichzeitige Erfassung von Fuzzy-Zufallsfunktionen, Zufallsfunktionen und Fuzzy-Funk-
tionen bei der Tragwerksanalyse geschaffen sowie die Fuzzy-stochastische Finite-Elemen-
te-Methode (FSFEM) entwickelt. Das Vorgehen der FSFEM ist auf numerische Simulatio-
nen mit komplexen nichtlinearen deterministischen Grundlésungen und unscharfen Daten
Ubertragbar, so dal3 Aufgaben aus unterschiedlichen Wissenschaftsgebieten geldst werden
kénnen. Im Beitrag wird das Leistungsvermogen der Algorithmen an einem Beispiel der
Tragwerksanalyse demonstriert.

1 Zur Modellierung von Datenunschérfe

Das mechanische Verhalten von Tragwerken kann nur dann realitdtsnah beurteilt werden,
wenn alle Eingangsdaten zutreffend beschrieben werden und ein wirklichkeitsnahes Be-
rechnungsmodell eingesetzt wird. Eingangs- und Modellparameter liegen i.d.R. nur un-
scharf vor.

Haufig existieren fir unscharfe Parameter nur Stichproben mit begrenzter Anzahl von
Stichprobenelementen, aus denen eine formale mathematische Beschreibung der Unschérfe
zu entwickeln ist. Die Testtheorie der klassischen Statistik erlaubt die Testung einer Stich-
probe auf Zufalligkeit. Falls die Stichprobe nicht die Eigenschaft Zufalligkeit besitzt, sind
andere Unschéarfemodelle einzusetzen.

Unschérfe von Daten, die aus subjektiven Informationen und Einschatzungen resultiert
und nichtstochastische Eigenschaften besitzt, wird der Charakteristik Fuzziness zugeordnet.
Mathematische Grundlage ist die Fuzzy-Set-The@jersachen fir Fuzziness sind In-
formationsliicken, subjektive Empfindungen von Einzelpersonen, die lexikalische Beschrei-
bung physikalischer Grof3en oder nicht vermeidbare Ungenauigkeiten bei der Ermittlung



von MelRwerten. Die Quantifizierung der Fuzziness mit Fuzzy-Gré3en erlaubt es, den Ein-
fluR individueller Gegebenheiten — wie den Einsatz neuer und seltener Materialien, Techno-
logien und Konstruktionsarten — auf die Tragféahigkeit und Sicherheit zu Gbertragen.

Fuzzy-Zufalligkeit tritt auf, wenn Zufallsgrof3en, Zufallsprozesse bzw. Zufallsfunktio-
nen — z.B. als Ergebnis nicht konstanter Peproduktionsbedingungen — nicht exakt beobach-
tet werden kénnen. Sie umfal3t objektive und subjektive Informationen. Die Theorie der
Fuzzy-Zufallsgréf3en bildet die mathematische Basis. Mit Fuzzy-Zufalligkeit kbnnen Para-
meter beschrieben werden, die teilweise stochastische Eigenschaften besitzen, deren statisti-
sche Beschreibung nicht zweifelsfrei moglich ist. Der Umfang vorliegender Informationen
ist jedoch groRRer als fiir die Modellierung von Fuzzy-Gréf3en notwendig. Fuzzy-Zufalligkeit
liegt auch vor, wenn die Stichprobenelemente einer zufélligen Stichprobe unscharfim Sinne
von Fuzzy-Gré3en sind.

Viele Material-, Geometrie- und Lastparameter sind fuzzy-zuféllig in Raum und Zeit ver-
anderlich. Zeitveranderlich streuende Einflissen wie Materialschadigung, Systemmaodifika-
tion und Belastungsanderungen verursachen eine zeitabhangige Anderung der Tragfahigkeit
und Tragwerkssicherheit. Die Ortsabhé&ngigkeit der Unschérfe ist Folge der natirlichen In-
homogenitat von Materialien. Auch auf der Makroebene scheinbar homogene Materialien
wie Baustahl sind bei feiner Auflosung auf Meso-, Mikro- oder Nanoebene inhomogen.
Die Folge sind von Materialpunkt zu Materialpunkt variierende mechanische Eigenschaf-
ten. Ohne die zutreffende Erfassung dieser raumlich veranderlichen Unscharfe kénnen viele
beobachtbare Effekte nicht erklart und simuliert werden.

Zur mathematischen Beschreibung dieser Parameter werden Fuzzy-Zufallsfunktionen
eingeflhrt, die bei der nichtlinearen Tragwerksanalyse mit Hilfe der Fuzzy-stochastische
Finite-Elemente-Methode (FSFEM) berlicksichtigt werden.

Die Unscharfemodelle Fuzziness und Zufalligkeit sind als Sonderfall von Fuzzy-Zufalls-
funktionen erfaRbar. Die Algorithmen der FSFEM erlauben, die fir den Sonderfall Fuzzi-
ness entwickelte Fuzzy-Finite-Elemente-Methode ebenfalls numerisch zul8sen |

2 Fuzzy-Zufallsfunktionen

Réaumlich und zeitlich variierende Unscharfe, die durch Fuzzy-Zufalligkeit charakterisiert
ist, wird mathematisch mit Fuzzy-Zufallsfunktionen beschrieben. Eine Fuzzy-Zufallsfunk-
tion X(t) ist das Ergebnis der unscharfen Abbildufig< Q auf die Menge der Fuzzy-
GrolRernF(R™) im R™ mit T Raum der unabh&ngigen Parameter {irfldaum der Elementa-
rereignisse. Da die Realisierungeft) zufalliger Elementarereignisse € € nur unscharf
wahrnehmbar sind, kénnen Fuzzy-Zufallsfunktionen als fuzzifizierte Zufallsfunktion inter-
pretiert werden. Die FunktioK (t) ist dann als Menge von Fuzzy-ZufallsgroRen allerf
definiert [1].

Fuzzy-Zufallsfunktionen werden mit Hilfe ihrer gemeinsamen mehrdimensionalen, uni-
variaten Fuzzy—WahrscheinIichkeitsverteilungsfunkﬁd@, t) beschrieben. Alternativ kén-
nen die eindimensionalen Fuzzy-WahrscheinlichkeitsverteiIungsfunkti(ﬁ(&np) der
Randverteilungen und die Fuzzy-Kovarianzen verwendet werden. In beiden Varianten kdn-



nen Fuzzy-Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion kann auch in Scharparameterdarstellung
formuliert werdenfF(x,t) = F(§, x, t).

Fuzzy-Scharparametgrkdnnen z.B. Fuzzy-Verteilungsparameter oder Fuzzy-Momen-
te sein. Eine Fuzzy-Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion vom Typ Ex-max-1 (Gumbel-
Verteilung) am Punkt hat die Form

F(§,x,t) = Ft(S, x) = exp(—exp(—81(x — 82))) Q)

Zur Generierung der Fuzzy-Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktionen werden anerkannte
Methoden der schlieRenden Statistik so erweitert, dal3 auch die Fuzziness der vorliegenden
Daten erfal3t wird2], [7].

3 FSFEM-Algorithmen

Die Bertcksichtigung raumlich verteilter Unscharfe mit Fuzzy-Zufallsfunktionen fiihrt bei
der numerischen Simulation des Verhaltens von Tragwerken auf der Basis der Finite-Ele-
mente-Methode (FEM) auf die Fuzzy-stochastische Finite-Elemente-MelBbdéif der
FSFEM gelingt die Abbildung fuzzy-zufalliger Eingangsgrb@ié(@) auf fuzzy-zufallige
Systemantwortefi(t), (z.B. Spannungen, Deformationen).

Alle Fuzzy-zufallsfunktionen werden an ausgewahlten PunktiestParameterraumes
T diskretisiert. Damit sind an p Punkten korrelierte Fuzzy-ZufallsgroRgh=1,...,p
und die zugehérigen Fuzzy-Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktibhen = F;(3, x) be-
stimmt.

Zur Darstellung alleF; (s, x) werden n Fuzzy-Scharparameger..., s, bendtigt, die in
a-Niveaumengen diskretisiert werden. Aus defliveaumengen werden scharfe Elemente
81,05 82,5 -+, Sn, AUSgEWANIt. Die Elemenée , 52 «, --., Sn,« De€SCchreiben demnach ein Ori-
ginal X, der Fuzzy-ZufallsgroR#E; auf dem Niveawx. Dem OriginalX; ist die reellwertige
WahrscheinIichkeitsverteilungsfunkticﬁ;v(x(g)zugeordnet.

Nach der Auswahl der Elementgy, 82 «, ..., Sn,« SINA P Funktionerf?i,“(g)h =1,..,p
fur p Originale gegeben. Mit diesen Originalen als EingangsgrofRen werden die reell-
wertigen Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktionny (z), ..., Fr.q(z) fur r Originale
Zili=1,..,rder Fuzzy-ZufalIsgrdBéj (t) berechnet. Die Losung kann mit Methoden der
stochastischen Analyse, z.B. der Monte-Carlo-Simulation (MCS), gefunden wesden [
Eingeschlossen in die stochastische Analyse ist eine nichtlineare deterministische Trag-
werksberechnung auf der Basis der FEM, s. Z4R.[Die mit der MCS erzeugte Stichpro-
be wird stochastisch ausgewertet, um die Parameter und den Typ der Verteilung fur die
F1a(2), ..., Fra(z) zu bestimmen.

Mit den Fuzzy-Scharparametefnlautet die Funktionﬁj,“(g) in Scharparameterdar-
stellungF;(g, z). Elemente def sind Parameter der Fuzzy-Funktiongyiz) = F;(g, z)

(z. B. Fuzzy-Erwartungswert, Fuzzy-Varianz). Auf dem Niveasind nach Auswertung
einer Stichprobe die deﬁLa(Z) zugeordneten Elementg , ..., o« bekannt. Unter
der Voraussetzung, dal3 die konvexe Fuzzy-Grof3en sind, kdnnen dieNiveaumengen



0L« ---, Om,« N@herungsweise bestimmt werden, wenn auf jedem Niwedie Elemen-
tesup[ok | s €Ese; k=1, ..., mjundinfloy « | s € s4; k=1, ..., m] bestimmt sind.
Dieses Optimierungsproblem wird effizient mit der &) yorgeschlagenen-Level-Opti-
mierung gelost.

Mit den F;(z) kann die Fuzzy-Wahrscheinlichkeit fur die Uberschreitung normativ zu-
lassiger Systemantworten angegeben werden. Mit der sicherheitszielorientierten Bemes-
sung auf der Basis von Clustermethoc2jrsjnd Bewertungen des Tragwerksentwurfs mog-
lich.

4 Beispiel

Der Wasserturm in Krimmel (Ab@d) wurde 1916 gebaut und steht auf dem Gelande der
ehemals weltweit ersten Dynamitfabrik. Derzeit werden Mdglichkeiten zur Revitalisierung
des Turmes gesucht und geprift, ob die Kuppel innen und auf3en mit Textilbetonschichten
ertuchtigt werden kann. Textilbeton besteht aus Feinbeton und grobmaschigen Textilien,
die aus Rovings mit 400 bis 1600 alkaliresistenten Glasfilamenten oder Carbonfilamenten
hergestellt werden.

Abbildung 1:Wasserturm, aktueller Zustand

Die Tragfahigkeit und die Dauerhatftigkeit der Kuppel werden in zwei Schritten unter-
sucht. In einem ersten Schritt werden aus wenigen gemessenen Daten scharfe Grof3en be-
stimmt und nichtlineare deterministische Tragwerksanalysen mit FE-Berechnungsmodellen
nach B] durchgefuihrt. Die simulierte Lastgeschichte orientiert sich an den Grundlastfallen
(Eigengewicht, Verkehrslast, Schnee, Wind, Temperatur). Mit den Grundlastfallen werden
Kombinationen gebildet und diese zu Lastprozessen zusammengefaldt. Die Lastprozesse
werden inkremental abgearbeitet und ausgewdahlte Kombinationen bis zum Systemversa-



gen gesteigert. Abl2a zeigt exemplarisch Radialspannungen, Verschiebungen und Risse
an der Kuppelauf3enseite (Textilbetonschicht) infolge eines Lastprozesse mit Eigengewicht,
Schnee und extremer Windlast.
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Abbildung 2:a) Radialspannungen, Verformungen und Risse — &uf3ere Verstarkungsschicht,
b) Fuzzy-Haufigkeitsverteilung der Kuppeldicke, ¢) empirische Fuzzy-Wahrscheinlichkeits-
verteilungsfunktion der ersten Eigenfrequenz

Da fir die Material- und Geometrieparameter nur sehr wenige gemessene Daten vorlie-
gen, werden in einem zweiten Schritt mit Hilfe der Fuzzy-stochastischen Finite-Elemente-
Methode die Tragfahigkeit beurteilt und die Sensitivitat bewertet. Die Schadigung der Kup-
pel wird mit einer Fuzzy-Zufallsfunktion fur die Dicke erfal3t, d.h., die finiten Elemente
besitzen fuzzy-zufallig verteilt unterschiedliche Dicken. Wegen des grof3en Informations-
defizits wird die Schadigung in leicht, mittel und stark unterschieden und durch verschiede-
ne relative Haufigkeitsverteilungen fur die Schalendicke ausgedruckt2hbbie Fuzzy-
Haufigkeitsverteilung kennzeichnet die subjektive Einschatzung durch Experten. Zuséatz-
lich wird der Elastizititsmodul des Betons als korreliertes normalverteiltes Zufallsfeld mo-
delliert. Da Veranderungen der Eigenfrequenzen kritische Belastungen und Schadigungs-
zustdnde sensitiv anzeigen, wird die erste Eigenfrequenz als skalare fuzzy-zufallige Sy-



stemantwort mit der oben beschriebenen deterministischen Grundlésung berechnet. Die em-
pirische Fuzzy-Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion (A2i).ist das Ergebnis von 1800
nichtlinearen Simulationen mit einem Lastprozel3, der den Gebrauchszustand beschreibt. Es
ist zu erkennen, daf3 der mit Fuzziness modellierte Grad der Schadigung zu grof3eren Ver-
anderungen der Eigenfrequenz (Abstande zwischen den blauen Linien=f0) fihrt als

die zufallige Verteilung der Dicken (Anstiege der beiden blauen und der roten Linien).

Literatur

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

Modller, B.. Fuzzy randomness - a contribution to imprecise probability. Special Issue
of ZAMM, 84(10-11), pp. 754-764, 2004.

Mdller, B. andBeer, M: Fuzzy Randomness - Uncertainty in Civil Engineering and
Computational Mechanics. Springer Verlag, Berlin, 2004.

Mdller, B., Beer, M, Graf, W, andSickert, J.-U. Fuzzy finite element method and its
application. In:Wall, W. A, Bletzinger, K.-U. and Schweizerhof, K(eds.): Trends

in Computational Structural Mechanics, Colloquium 2001, pp. 529-538. CIMNE
Barcelona, 2001.

Modller, B., Graf, W, Hoffmann, A.andSteinigen, F. Numerical simulation of rc struc-
tures with textile reinforcement. Computers and Structures, 83, pp. 1659-1688, 2005.

Pradlwarter, H. J, Schuéller, G. |. and Schenk, C. A. A computational procedure
to estimate the stochastic dynamic response of large non-linear fe-models. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, 192(7-8), pp. 777-801, 2003.

Sickert, J.-U, Beer, M, Graf, W, andMdller, B.: Fuzzy probabilistic structural analysis
considering fuzzy random functions. IKiureghian, A. D, Madanat, S.andPestana,

J. M. (eds.): 9th Int. Conference on Applications of Statistics and Probability in Civil
Engineering, pp. 379-386. Universitat of California, Berkeley, 2003.

Viertl, R.andHareter, D: Fuzzy information and imprecise probability. Special Issue
of ZAMM, 84(10-11), pp. 731-739, 2004.



